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0.1 Waarom Lebesgue-integralen? Om de gedachten te bepalen be-
perken we ons even tot begrensde re~le functies op het eindige in-
terval 0~ x ;;_ 1. Practiscl1 gesproken vallen al deze functies onder 
het integraalbegrip van Riemann, en zelfs onder een nog eenvoudi-
ger integraalbegrip (bijv. dat van Cauchy), daar zulke functies 
"doorgaanslt stuksgewijs continu zijn. Het integraalbegrip van Rie-
mann is enerzijds te ruim en te geleerd voor de eenvoudige func-
ties waar we in de practijk mee te maken hebben, anderzijds is het 
voor theoretische doeleinden onhandelbaar wegens zijn relatieve 
beperktheid. Het algemenere integraalbegrip van Lebesgue is voor 
theoretische doeleinden biJzonder geschikt, en ontleent daaraan 
ook zijn practische betekenis. 
Voor L-integralen gel~biJv. de volgende stelling: Zijn 
f 1 (x)., r2 (x), •.. alle 1-integreerbaar op o.~ xi_ 1, is ! fn(x) I i 1 
(O< x < 1, n='1,2,3, •.. ), en bestaat lim f (x)=f(x) voor elke 
-· - n ~oo n 1 :1 
x (0~ x~ -1), dan is ook f(x) L-integreerbaar, en J fn(x)dx ---J f(x)dJq 
0 0 
Voor R-integralen geldt deze stelling niet. Orn een tegenvoor-
beeld te maken construeren we op het interval (0,1) verzamelingen 
'1 s1 ,s2,s3 , ••• als volgt. s1 is een gesloten interval, ter lengte ~, 
middelpunt J. Laat men uit (0,1) de verzameling s1 weg., dan blijven 
.2 interva llen J 1 en J 2 over. In elk dezer brengt men om het m·iddel-
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punt een gesloten interval aan waarvan de lengte het achtste deel is 
van de lengte van J 1 resp. J 2 • Deze twee intervallen samen noemen we 
s2 • Laten we uit (0,1) zowel s1 als s2 weg, dan blijven 4 intervallen 
over. In elk dezer brengen we weer (symmetrisch t.o.v. het midden) 
een interval aan dat 16 keer zo klein is, en samen vormen deze s3 • 
Enz. Laten we de som van de lengten van de (disjuncte) intervallen 
waaruit een eindige intervallenverzameling bestaat, de rnaat van die 
verzameling noemen. De maten van s1,s2 ,s3 , ... zijn nu resp. 
1 1 3 1 3 7 1 3 7 15 
~' E · 4' 16' · 4 · E' 3"2' • ~ • E · "15"' ••• 
De som van deze [etallen is 
p = 1 - (1-J)(1-J)(1 - ~) •.. , 
zodat O < p < 1 is. 
Laat nu fn(x) gedefiniaerd zijn door 
{ 1 a 1 S X E S 1 + • • • +Sn fn(x) = 
o als x + s1 + ••. +Sn 
Kennelijk ziJn alle1 fn(x) R-integreerbaar, en gemakkeliJk is in te 
zien dat lim J f (x)dx=p. Voor elke x bestaat de limiet f(x), en n-.oo n 
deze limiet is stegds O of 1. Deze f(x) is echter niet R-integreer-
baar. We zullen dit niet in detail nagaan. Wel is direct in te zien 
dat de bovenintegraal van f gelijk is aan 1, dus niet aan p (het is 
dus niet waar dat 11 / f(x)dx bestaat en =P "). Want elk interval op 
(0,1) heeft iets met 0 een der S 's gemeen. Het maximum van f is op elk 
n 
deelinterval dus =1, dus de bovenintegraal is =1. (Met iets meer 
moeite kan men laten zien dat de onderintegraal =Pis). 
Uit het gegeven voorbecld bliJkt dat we met R-integralen niet 
zo zorgeloos kunnen omspringen als met L-integralen. De limietfunctie 
f van een rij "fatsoenlijk(:; 11 functies is in de:; practiJk weer een 
11 fatsoenlijke 11 functie. Wanneer we met L-1ntegralen werken zijn we ont-
slagen van de plicht om de fatsoenlijkheid van deze limiet aan te to-
nen en te laten zien dat op grand daarvan de limietovergang geoor-
loofd is. 
Zander toelichting noemen we nog (in enigszins ruwe vorm) een 
tweede voorbeeld waarbij het voordeel van 1-integralen blijkt. Is 
f(x) een complexe functie waarvoor /1 !f(x)j 2ax bestaat (in de zin 
0 
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van Lebesgue) 3 en zijn c (n=O, t1, +2, ..• ) de Fourier-coefficienten 
n - - 2 (en = /r(x)e- 2nnixdx), dan convergcert ~:, en I . Zijn omgekeerd 
0 
de c 's gegeven, z6 dat 
n 
00 C) 
E I c ['- convE:.-rgeer·t, dan is er een func-
--ao n 
tie f (van het genoemdc type) waarvan de en's de Fourier-co~ffici~n-
ten zijn. 
Voor R-integralen is het eerste deel van de stelling juist, 
doch het tweede deel geenszins. 
0.2. Lebesgue-maat op de rcchte lijn. Een integraal kan worden op-
gevat als cen oppervlak, d.i. cen maat voor cen tw2edim~nsionale 
verzameling. Om een indruk t0 gcv~n van wat de L-maat bctekent, 
zullen we ans even b0perken tot het maatbegrip voor eendimensionale 
verzamelingen. Wat daar met het R-integraalbegrip corrbspond~ert, 
wordt gewoonlijk de Jordan-moat genoemd. Onze beschouwingen zullen 
slechts ori~nterend zijn en verschillende hiaten vcrtonen. 
We beschouwen eerst intervallenverzamelingen, en we beperken 
ons tot intervallen die in (0,1) gelugcn zijn. Is V de vcreniging 
van eindig vele of aftelbaar vele intervallen (laten we ans maar 
tot open intervallen beperken, ofschoon het er niet veel toe doet), 
die twee aan twee disjunct zijn, dan wordt de som der lengten de 
maat µ (V) van V gcnoemd. Op dcze manier is aan elke vereniging van 
open intervallen een maat toegekend. Want zo'n vereniging is een 
open verzameling, en we hebbcn 
Stelling '1. Elke open deelverzameling van (- oo, co ) is de vereniging 
van hoogstens aftelb□ ar vele disjuncte inlervallen. 
Bewijs: Zij V open. Bij elke a eV construeren we het grootste open 
interva 1 J da t a beva t en nog go heel in V ligt. Is a E V, be V dan a 
zijn J 8 en Jb of disjunctJ of identiek. Vis dus de vcreniging van 
een stel disjuncte open intervallen. Dit stel is &ftelbaar, want er 
zijn hoogstens aftelbaar vele intervallen bij met lengte > 1, hoog-
stens aftelbaar vele met lengte > ½, etc. 
Het is niet moeilijk aan te ton~n dat in (0,1) gelegen open 
verzamelingen een maat i 1 hebben. 
Zij nu Q de klasse van alle open deelverzamelingen van (0,1), 
en zij A de (kleinere) klasse van alle open verzamalingen op (0,1) 
die slechts uit een eindig aantal intervallen bestaan. 
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Zij nu Seen willokeurige verzameling op (0,1). De uitwendige 
L-maat van Sen de uitwendige J-maat van S zijn nu resp. 
11£(S) = inf 11 (v) I ScVc(0,1), V E Q l , 
* ! µ (v) I ScVc(0,1)., [lJ(S) = inf V E l, 
De notatie betekent het volgende. In bE;ide gevallen is de uitdruk-
king tussen accoladen een verzameling, nl. de verzameling van de 
getallen µ (V), waarin V de verzamelingen met de achter de streep 
genoemde eigenschappen doorloopt. Verder betekent inf W de grootste 
ondergrens (het infimum) van de getallenverzameling W. Voor verza-
melingstheoretische notaties verwijzon we naar 0.5, 
* Daar de bij de definitie van µJ(S) gebruikte getallenverzame-
* ling een deel is van de bij µ 1 (s) gebruikte, is het duidelijk dat 
Als inwendige maat van S zullen we defini~ren 
waarin S 1 het complement van S t.o.v. (0,1) voorstelt. Men kan nu 
bewijzen dat 
Sheet J-meetbaar als de beide uiterste leden (dus alle leden) 
gelijk zijn, en L-meetbaar als de twee binnenste leden gelijk zijn. 
Een J-meetbare verzam8ling is dus steeds 1-meetbaar, maar het omge-
keerde is niet algemeen waar. 
Voorbeeld. Zij S de (aftelbare) verzameling van alle rationale 
·* getallen op (0,1). Dan is µ J(S)=1, µ* J(S)=O. Want als een eindige 
intervallenverzameling S bedckt, dan bedekt hij het hele interval 
(0,1) op een eindig aantal punten na. Hctzelfde geldt voor S 1 • Voor 
de uitwendige 1-maat vinden we µ ~(S)=O. Zij nl. e: > O, en r 1 ,r2 ,1"3 .9 ••• 
een aftelling van S. Bet getal r bedekken we door een interval J 
-n n n 
met lengte 2 e: • De vereniging V van J 1 ,J2,J3 , ... heeft nu als maat 
-1 -2 * ) hoogstens 2 e: + 2 e: + ... = e:. De verzameling waarvan µ L(S het 
infimum is, bevat dus een getal < e:. Daar alle getallen van die 
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verzameling l O zijn, is het infimum nul. 
Daar Oi. µ * 1 i_ µ ~., is nu ook µ* 1 (3)=0. Derhalve is S L-meet-
* baar, met maat O. (Als µ* 1 (S):::::: µ 1 (s), dan heet dit bed rag de maat 
van S; notatie µ 1 (s). Idem voor J-maat). Doch Sis niet J-meetbaar. 
0.3, Abstracte maattheorie. We zullen op axiomatische basis een 
maattheorie ontwikkelen. D~ze theorie bevat de eendimensionale en 
ook de meerdimensionale L-maat als bijzondere gevallen, maar ook 
bijv. de voor de opbouw van Stieltjes-integralen nodige Lebesgue-
Stieltjesmnat, en msten op gekromde oppervlakken. Ook kunnen we 
meer triviale zaken onder deze maattheorie rangschikkcn. We kunnen 
bijvoorbeeld een aftelbarc verzameling nemen, en als maat van een 
deelverzameling eenvoudig het aantal elementen. De bij deze maat 
behorende integraal wordt dan 0~nvoudig een oneindige reeks, zodat 
allerlei integraalstellingen tot stcllingen over reeksen warden 
gespecializeerd. Een stelling over verwisseling van een sommatie 
en een integratie verschijnt dan als een bijzonder geval van een 
stelling over verwisseling van twee integraties. 
Een ander voordeel van de abstrncte behandelingswijze boven 
de klassieke is dat topologie en mnsttheorie van elkaar worden ge-
scheiden. Topologische middelcn zijn nog slechts nodig om in een 
bijzonder geval te verfi~ren dat de te beschouwen maatruimte aan 
de maattheoretische axioma's voldoet. 
Tenslottc wijzen we nog op het feit dat de wanrschijnlijkheids-
rakening als algemene maattheorie kan warden g0zien (Kolmogorov, 
Ergebn.d.Math,2 no 3 (1933)). 
o.4. Gegeneraliseerde reele getallen. We zullen aan de verzameling R 
der reelu getallen twee nieuwe element0n tocvoegen, nl. de symbo:-
len oo en - 00 • Dit ui tgcbreide sys teem hcet de verzameling Rg der 
gegeneraliseerde re~le getallen. Da oude getallen zullen we eindig 
noemen. 
De in R bestaande ordening wordt tot R uitgebreid coor deaf-g 
spraak dat - oo kleiner is dan a lle andere elementen van R , en co 
groter dan alle andere. 
g 
Rg blijft een lineair geordend systeem; wat ordentng betreft is Rg 
isomorph met een eindig gesloten interval. We m~rken nog op dat 
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x ER resp. x E Re,. geschrcven kunnen worde11 als - oo < x < oo resp. 
L, 
-oo<x<oo 
- -
In sommige (doch niet in alle) gevsllt211 zullen we som, pro-
duct, verschil en quotiUnt, v□ n cleme11ten van R~ defini~ren, doch 
b 
er zal niet steeds aan de r~kcnregcls voldaan zijn. NatuurliJk n~-
men we som, product etc. ult R direct in Rg over. Voorts zal a+b 
steeds hetzelfde betekenen als b+a, evenzo is ab hetzelfde als ba. 
We defi11icren 
00+00=00 J (- 00) + (- oo)=-oo 
cl +oo= 00 a + (- oo) = -oo , a-oo = -oo, a-(-oo)==., 
als a eindig is. VL:r•der 
( 00 ols 0 < a < 00 
a • I 0 als 8 0 00 = ,( = :, 
I 
- 00 a ls 
-
ex:, ( 8 < 0 '-
en a.(-oo) = -(a.oo) (-(-co) be:tekent oo ). 
Vervolgens is per definitic 
a a 
- = --
00 - 00 
= 0 als a eindig is. 
Nict gedE,fini0erd v11orden oo +(- oo ) , oo - oo , (- oo )-(- oo), ~ • 
Een herhaalde som kan warden cedefinieerd zolang niet oo en - = 
beide als tGnn voorkomen. De w □ arde van de som is onafhankelijk 
van de volgordc dcr termcn, en we mogen haakjes plaatsen op dczelf-
de willekeurigc manier als dat in R kan. 
Een herhaald product is steeds dcfinieerd~ en de uitkomst 
is onafhankelijk van haakjcs of volgordc. 
De distributicvc wet geldt niut steeds. Want O.oo +0.(- =)=0 
doch 0( oo +(- oo)) is niet ;,;cdefinicerd. 
we 
alle 
voor 
Bij een oneindige reeks met niet-negatieve tGnncn schrijven 
r, 00 1 8 = oo a ls mim:3tens 8(;n dcr termL::n °o is, en ook a ls n= n 
termen eindig zijn doch de reeks divcrgeert. Daarmce is dus 
elke reeks met niet-ncgaticvc tcrmcn een som gcdefinieerd. 
Men gaat gemakkelijk na c1at uit O .s_c1 < co , o _s;, a 1 <~ oo, ••• steecls 
volgt a a . 
n 
Voorts geldt voor r8clkscn met niet-negatievc termen de stcl-
ling dat de som niet verondert bij verandering van de volgorde der 
termen. Oak g~ldt de hieraan verwante stelling dat in een dubbel-
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reeks de somrnatie-volgorde mag warden verwisseld. (In het geval 
dat alle termen eindig zijn, zijn deze resultaten bekend. Komen er 
oneindige termcn voor, dan is de som natuurlijk oneindig, bij elke 
sommatievolgorde). 
Voor reeksen met zowel positieve als negatieve termen zullen 
we geen uitbreiding aan de gewone somdefinitie geven. 
0.5. Verzamelingstheoretische notaties, We beschouwcn een vaste 
verzameling X. Declverzamelingen daarvan warden aangeduid met 
A,B,V, ... 
BEV ·bet.: a is element van V 
!x I P(x) l bet.: de verzameling V3n alle XEX waarvoor de b8-
wering P(x) juist is. 
0 bet.: de lege verzameling. 
AcV bet.: A is dcel van V 
V:=)A bet.: A is deel van V 
A f\ B of AB bet.: de doorsnede vnn 
A ·""' B AVB of A+B bet.: de vereniging van A en B 
A en B heten disjunst 31S AB leeg is. 
A-B is het verschil V<JD A en B: alles wat in A doch niet 
in B ligt. Dus A-B=A-AB. 
A l:J. B is hdt syrnmt::trischc verschil van A en B: alles wat in 
een van de twee doch niet in beide ligt. Het is dus A+B-AB. 
A' het complement van A, is gedefinieerd als X-A. 
;, 
Enkele regenregels: A+B = B+A 
(A+B)+C = A+(B+C) 
A(B+C) = AB+AC 
A+BC = (A+B) (A+C) 
(A I) I = A 
(A+B) I = A'B' , 
(A-B) = AB I , 
AB=BA 
( AB) C = A ( BC ) 
(AB)'= A1 +B 1 
(A-B)' = A'+B. 
Pas op: niet steeds is (A+B)-C = A+(B-C). 
We beschouwcn oak bewerkingen met oneindig vele verzamelingen. 
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Het heet een disjuncte som a1s de A.' s twee aan twee disjunct zijn. 
l 
00 f;1 Ai == A1A2A3 ... = II ~= 1 Ai = doorsneclc van A1 ,A2 , ••• 
Is A1 ,A 2 ,A3 , ... een rij verzam8lingcn, dan zijn lim sup An en 
lim inf A steeds gedefinieerd: 
n 
00 
lim sup An= n~'1 (An+ An+1 + .. ,). 
Gemnkkelijk blijkt dat 
lim sup An = l x ! x in oo velc A I s } n 
Evenzo is 
Voorbeeld: Is c:i "' '"""D .-1JC:A2J•-e• ,._,...., ri,j cindig1__;; getallen (O~an _<;_ (X)), 
don is 
lim sup (- CXJ 9 un) =(-co, lim sup an}, 
Hier betekent de accolade ] of ) . Zoals gewoonlijk betekent hct ron-
de haakje dat het eindpunt niet wordt meegeteld en het rechte dat 
het w~l wordt meegeteld. 
Steeds is lim inf .l\,.n c lim sup An. 
Zijn beidc l~den gclijk aan eenzelfde verzameling AJ dan zeg-
gen we dat A ~ A of lim A " n -· n=11.. 
Dat de rij 1A 1 C;en lirn1ct heeft betekE.::nt ook dat elk(.:.· XEX c:en 
n 
duidelijke houding t.o.v. de rij aanneemt: ~fop denduur steeds 
x E An, of op den duur st1:;:;eds x q An. 
Als A1 C i'J..2 C A3 C ••• ; c:l!.Hl is c]e rij C011VE:: rgent' en 
A ➔ A1 +Ari+ •••• n c. 
Als A1 ::, A2 :.:i A3 -::> ••• ., dan is de rij evcneens c :mvergent, en 
An ➔ A'1A2A3. • . . 
Klassen: Een collectie van deelverzamelingen von X heet een klasse. 
Klassen zullen met griekse hoofdletters warden aangeduid. 
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Hoofdstuk 1. Maat. 
Evenals in 0.5. besc'.iouwcn we een vast2 verzameling X, die we oc 
wel 11 dP- ruirri.t;i::; 11 zullr:,n noemen. l"':lc~menten van X 't1eten pun ten. Deel 
verzamelingen van X hf:ten puntvRrzamelingen of kortwee; verzamelin 
gen, In X wordt ~een topologie aanwezig verondersteld, 
1.1. Ringen, sigr.1a rincen, semiringen. 
Defini tie 1 .1 .1. Een kla sse 3 1·:eet een ring a ls i.) n ie t leeg is.., 
en als de implicatie 
(AE 8) & (BEG) ~ (A+BE A):. (A-BE 8) 
geldt. 
~~ :; { V I V C X J 
voorbeelden: e:; {VI VcX..,VeincligJ 
8 = { V ! V leeg} (d.i. 8 bevat precies een eleme 
n.l. de lege verzameling). 
Stelling 
BewiJs: 
r,)= fv I vex, v ofV' eindig}. 
1.1.1. Is (>") een ring, dan gsldt 
10 0 E 8 
20 A1E 0) (i=1, ... .,n) ~ A1+ •.. +An 
30 A1E e (i==1, ••. ,n) - s> A1A0 ••• A C D 
1° 8 niet leeg, dus er is een A E 0 
2° Door induc tie. 
E e 
E 8 • 
Dus A-A E 8. 
n 
3° ZiJ A=A 1+ ... +A 11 , dan is A1 •.. A11=A- z: 1== 1 (A-A 1 ), hetgeen 
is in te zien door van het linkerlid 'et complement t.o.v. A te vor-
o 
men. Verder uit def.1.1.1. en 2 • 
Definitie 1.1.2.Een ring e heet e2n Boole-algebra als 
We zullen dit begrip niet gebruiken; we merken slechts op dat in 
zo 1n Boole-algebra een dualiteitsprincipe geldt. Hebben we een juis-
te uitspraak over een aantal elementen A,B, ... , en vervangen we 
overa 1 /\ door \..1 en omgekeerd, c door :) en omgekeerd, A door 
A I en omgekeerd, B door B I en omgekeerd, ... , O door X en omgekeerd, 
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dan krijgen we weer een juiste uitspraak. 
Defini tie 1. 1, 3. Een ring (0 heet een a -ring a ls 
Ai E 8 ( i= 1 , 2 , 3 , , . . ) ➔ E~ Ai E O • 
Voorbeeld (negatief): Als X oneindig is, dan is {VI VEX., V ein-
dig} geen a -ring. 
Stelling 1.1.2. Is e een a -ring, en is AiE 8 (1=1,2,3, ••• ), dan 
is A 1A2A3 ••. E 8 , lim inf An E e , lim sup An E 8 . 
Bewijs: Is A= Eoo 1 Ai, dan is A E 8 . Dus A-Ai E 8 ( a lle i). Dus 
E~ (A-Ai) E 8 , zodat A- E oo (A-Ai) E 8 , dus A1A2 ••• E 8 (zie be-
30). 1 wijs van st.1, De bewering over lim inf en lim sup volgt nu 
direct uit bun definitie in O. 5 •• 
Definitie 1.1.4. Is r een klasse, en OE r, dan is o(r) de klas 
se bestaande uit alle verzamelingen die in de vorm L~ A1 (dis-
juncte vorm) met A1E r kunnen worden geschreven. (Eindige sornmen 
van deze vorm kan men tot oneindige maken door oneindig veel ter-
men Otoe te voegen, want O is met zichzelf disjunct). 
Definitie 1.1,5. Een klasse r heet een semiring als 
1o OE r 
2° (AE r) & (Ber) ~ ABE Q(r) & A-BE Q(r), 
Opmerking: Daar A+B=AB+(A-B)+(B-A) een disjuncte splitsing is, 
volgt uit AE r, BE r ook dat A+B E Q(r). 
Voorbeelden 1. X = (- oo, oo). r is de verzameling van alle cellen 
in X., en ook de lege verzameling rekenen we tot r . Een eel is eer 
interval (a,b] (- oo < a< b < oo). 
blokje 
is., is 
2. X = an, r als in voorbeeld 1; een 
a 1 <x1 < b1 , ... , a < x <b. Het bewijs dat 
- n n- n 
door inductie naar n te geven, vgl. 1.9. 
eel is nu een 
dit een semiring 
3 . X :::;,: ( - oo , oo ) • r bes ta a t u it de 1 e g e v e r z a me 1 in g ~ 
alle intervallen (n,n+1] (n geheel). 
4, X willekeurig. r bestaat uit de lege verzameling; 
alle eenpuntsverzamelingen e.h alle aftelbaar one1ndige verzamelin.gen 
Stelling 1.1.3. Elke ring is tevens semiring. 
Bewijs: Uit st. 1.1.1. 
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Stelling 1.1.4. Is r een semiring, en Q(r)= Q, dan geldt 
1°. re Q 
2 0 • P ( ., 'l ,.., ) ,, oo 1) i E Q l= , c:.. .9 • • • --) '" 1 i E Q , 
(dus Aie: r (i=1J2, ... ) ~ L~ AiE n) 
3 o , P E Q , Q E Q ""'-}' PQ, E Q 
4 o , P E Q , A E r -""1/ P -A E Q 
(clus Ber:, A1Er, •.. ,AnE r---") B-(A,1+ ..• +An) E Q) 
5 ° P i E Q ( h~ 1 J 2 J • ., ) , cl n n be [:; t a a t e r· 1~ c n s t >; 1 d ts j u n c t c 
met QiE Q' L'. pi:::: z Qi, Qi cPi, Pi-Qi E Q. 
Q ~ ts 
l 
Bewijs. 1° volgt uit A=A+O+O+ .... 2° volgt uit 5° (aft~lbaar vele 
disjuncte verzamelingen uit Q vormen kennelijl{ samen weer een ele-
ment van Q ) • 3° volgt uj_t ( Z A1 )( E Bj)= z: 1 /\B,j; als de A1 1 s 
disjunct zijn en de B. 1 s ook, dan zijn de A1B. 1 s disJunct. J J 
4°. p ::: r, Ci (diSJUncte som, Ci Er). Dern P-A:;-;-: I: i (Ci -A). ~lke 
c1 -A zit in Q , en de (C 1 -A) 's zijn disjunct, Dun P-A E 0.. 
5°, We behandelen eerst het geval dat Pi Er voor alle i. We 
schrijven nu A1 i.p.v. P1 . Stel 
(i)"l). 
Dan is z Q1= z: A1 J en de Q1 1 s zijn dL,junct (x E Q1 betekent dat i 
het kleinste geta 1 is met x E A1 ). Ook is Qi c A1 , en Q1 E Q op gr.oncl 
van 4°. Tenslottc is A.,-Q,, = A_.(A 1+ ... +A. ,-1)=A.(Q,-1+, •• +Q1 1 )= l l l l- I l I -
=A 1Q1 + ... +A 1Q1 _1 . De termon van de laatste som zijn onderling dis-
junct, (daar de Q 1 s dat zijn) en behoren alle tot Q (op grond van 
3 °). Dus Ai -Qi E Q • 
Zij vervolgens P1 E Q (1=1,!12, ••• ), We schrijvCc:;,n P1= E ~= 1A1 ~1 
(Aij E r, met A1 jAik=0 als j/k). Op de aftelbare collectie { A:i_J J 
(1Jj=1,2, ... ) passen we het zoJuist bewezen resultaat toe. We vinden 
d a n Q, i j E Q , Qi J c A :'L j , Ai J -Qi j E Q , E i j Qi ;) = E i J Ai j = ~~ i P i , en a 11 e 
Qij I s zijn onderJ.lng disjunct. Noem !:JQ·-i:l ""' Qj_. Dari is Qi. E Q, Qic P 1 , 
Z P, = r:Q1 . .; En. P, - Q, ,:: r: .(A. _, ... Q, ,) • BiJ vat;tc: 1 is dit weer een 1 , .,. ,L J l .J l J , , -
d::.s juncte sorn met terrncn 1;1.tt Q , dus P 1 - Qj_ E Q • 
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Opmer'king. Q (r) behoeft nog geen :semiring te ZJ.j"t1, vvant het ver-
schil van twee elcmtmten vsn Q(r) bel1oeft niet in Q ( Q (r) )== Q(r) 
te liggen: 
Voorbeeld 5. Ki0s de X en r van voorbeeld 1. Neem A==(O,1], en 
B=S 1+s 2 + ... , waarin de s1 die va~ O.1J ziJn (met een klsine mod1-
ficatie: we moeten cellen nemen i.p.v. intervallen). B ligt overal 
dicht in A, dus A-B bevat geen enkel8 eel. Oak 1a A-B niet leeg, 
zodat A-B niet tot Q (r) behoort. 
Opmerking. St. 1.1.4 1 3° kan warden uitgebreid tot de doorsnede 
van eindig velc elcmenten, doch niet altiJd tot de doorsnede van 
aftelbaar v2le. In voorbeeld 5 hadden w2 iets vDn d8 gedaante 
p E Q(r), i\tE r(i==1.i2,.,.), P- 1:~ A:1_1 c(r). Stcl12n Wf:: Qn==P- E~ 
d ~ c, r, r, ( I' ) ( ,:-, ..... 1 ,1 4 }J O \ ( ,,, n Q - I.) ~ (:-C) C ~. () ( r ) a n l , ' "'"n E "" ,:o v • , • I • , . ; " .:::: n ' 1 '<!, 2 '-, 3 . . . -- ·- 1~ 1 , \. i ~ "" . 
1.2. Maat op een semiring. 
A., 
l 
Definitie 1.2.1. ZiJ z een klasse van dcelverzamelingen van X. 
Een func tie cp die aa 11 e lke A E E een gege:nc:: rn 1 is0erd reee l get a 1 
9 (A) toevoegt heet een v2rzamelingsfunctic, cp he8t nJ.et-negatief 
,:1ls O -~ qi (A) _'S_ c<J voor s11c~ A E 1: • rp heet monotoon .0,1s 
(A E ?:: ) & (BE /2) <~ (.,.'\ c:B) --~> cp(A) .~_cp(B). 
cp h,.::et totaal-8dditief' ,11s 
0() 
A == t . = 1 A1 , :i. 
A2 E r, , • • • ""'i 
=>CJl (A) = 
A ,,., dis,.Junct i L 
cp heet eindig-addit:1.ef ols dezE: conrJitie alleen voo1" (.::indigc-: sommen 
woPdt gecist. 
Opmerking. In de definitic van totn2l-c1dditivit:.::it wordt niet ge-
eist dat elke aftelbnre disjuncte som van elementcn van L weer tot 
E bt~hoort. 
El€ fin i t i ,~ 1 • 2 • 2 • µ he et f; en ma a t o r:i :s a ls 
µ(O) = O, Os_ µ(A)~:c.'O voor alle A EE. 
A E Z, Ai EE (:t=·1,2J3, .•. )/ 
A c L ~ Ai r.,> ll (A) .. ~ E~ µ (Ai) • 
Voor elk_natuurlijk getal n: 
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''E_, D Es;, (· ,1 ) H L, , .. , i L, l= 1 , • • • , n 1 
A ,.-, d' .. t A--~ ,,n A}-~ µ(A) i 0 l S J tm C , -· ,_, 1 i J 
Opmerking. Daar 3° voor elke n geldtJ geldt h0t ov~r~enkomstige oak 
voor oncindige disJuncte sommen. 
St2llJ.ng 1.2.'1. 13 µ (::er nvrnt or :,:: , dan is µ niet-negatief, 
monotoon en totaal-a0diticf. 
Bewijs: Monotoon: uit 2~, met A2=A3= ... =0. Totaal-vdcii~i~f: Als 
ft= "'00 ·' 1' , ,_. c1i·,.. -,1--1c·<-- ,,un···,,.•11 1• .- 2° <-=-·- 3·J (vP-1 Onc:•r,l:·t·,.,,J. 1 tot'·· 
J, /,J1 .t·~i' ii ;.J ...:Juv.t v, I-" .. l,1- \I\.:.. _..1,j O Cl ·,· l._, ·-•· i.Jr::;,1 , 
passen. 
Stelling 1. 2. 2. ZiJ fl e2n niet-nee;a t ieVE en totaa 1-aclc.H t iev0 ve rza -
melingsfunctie op sun semiring r, en Q = Q(r) (zic def.1.1.4). 
Dan kan 1.L op pr•ecies een manicr tot een totaa}edditievs verzame-
lingsfunctie op Q warden voortgezet. Deze voortz~tting is ebn 
maat, en voldoet zelfs aan: 
pi E Q , Qi E Q , pi IS 
In het bijzonder geldt d8zc eigenschap voor P1 1 s 2n Q1 1 s uit r. 
En bovc~ndien blijkt dat µ r'E,ed::":J op r ,0::en ;naat is. 
Bmvijs. Als E l.:c,=·1 A.,-= / 00 B. en als beide:: sommen disJunct ziJn, l ,J::::'1 J' 
dAn ls I:. µ(Aj) = E .. f1(B_,). Want A.B.= Ek C .. k (C, ·i,E r~ 81'.'1 3llc 
l . J ,J l J ,. l ,J -~ d :, 
C.itk's dis~1unct). Nu is A .. == 2: 'k C ... k' dus µ (A.)= E.11 ,. µ(C_. . 1.), ook 
.. l J lJ .l u~ lJA 
µ Bj)= E 'k µ(c 1 , ) . Dat E µ(A.) = E µ(B.) is, bl:LJi<t nu door' som-1 Jr( l l · 
matievepwisseling. 
VJe kunnen nu voor P E Q definier0:n µ ( P )= E~ ll (P,:L), a ls P== E A1_ 
een willekeurig8 disJuncte splitsing in A1 1 s uit r is. Daar A1 e Q, 
is dit de enige kans omµ op Q totaal-additief te kriJg~n. Inder-
daad is deze 1.1. nu totaal-additief, wLint sls P = E P 
,J c:en cJisJuncts 
l\ij I ::3 di:s-splitsing is (PE Q , P -; E Q), dan is P .,= I: jA1 J., (alle 
" J -junct), µ (P)= E ij µ (A1 J) en µ (Pj) == z: 1 ll (A 1 j), du::: p. (P) == E~dP,). 
~.i 
ZlJ nu P1 EQ, 0,1 EQ., P1 1 s dis,Jtmct, zpi c -i::Q1 . Op grand van 
st.'1.'1.4., :5° kunrnm we Qi splitsen in R.+S. (R.E Q., S. E Q., R1S.=0) l. 1. l .l l 
I 
zo dat :E Q1= zR1 ., Q1:::)R1 , ter.wi,il de Ri 1 s onderling disjunct ziJn. 
Nu is r. µ(Q. )= 1: µ (R. )+ r. µ(S.,) 2. L µ(R.). We zullen bc-!wijzen dat 
l. 1 l 1 
~ µ(P 1 ) < r.µ(R.). We hebben P."" z: .. Ai. (A .. Er, al.I<:, A1._1 1 s disjunct), l l J J l ,l _ 
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en E1 µ(P 1 )= E1 EJµ(A 1 J). Te bewijzcn is nu (na de A1 j•s W8er door-
lop0r1d g,:.:nurnm<::;rd t(~ hebben)., dat uit A1+A2+ ... cR1+R2 + ••• ,_A 1 1 s dis-
junct, R. 1 1 ::, disjunct, A;E r, R1 e: Q volgt dat Eµ(AJ..)i:, Zµ(R1 ). Ws 
··· ..... n o 
hebben ERi E Q, c]ur') ZRi- E~ A-:,_= s E Q (st.1.1.11-, 4 ) . Daar µ op 
Q totaal. ad<hti:.f is, i.s nu 
Daar dit voor elke n geldt, geldt r~ µ(R 1 ) L z~ µ(A 1 ), q.c.d. 
We geven hiE:r <::en ar:P:ti31 voorbeolden van semiringen met maat. 
Voorbeelden. In de voorbeelden '1,2 en 3 is X willekeurig, en r d2 
collectie van allc deelverzamelingen. 
1 . Tri v in l E.:: ma a t : µ ( A ) == o v o or a 11 e A E r . 
2, µ (0)=0, µ(A)= oo als A~O. 
3. µ(A)= aantal elementen van A (dat aantal wordt als oo 
geinterpreteerd als A oncindig is). 
4. X willekeurig. r bestaRt uit alle nul- of ?&npuntsverzam~-
1·-r,&:.::r.. 0·;::, r isµ willckcurtg g2c]efjr:,:u::r=-:n .. : (h,;[1:.,.1.dc.":ns 0_$_ µi_ co). 
5. X 1:in r a1o in -1.1., vo01"bt·, __ :Lc! 1, r b-:.:staat ui t a lle cellen 
a< xi b, met - oo <a< b < co , nlu:,: cc lcw: verzamt:ling. D(:; functic g, 
gcd<.:."fin:L:,crd op •oo < x <co, zi,j c'ct;;:;J., monotoon niE:t-dalend en 
ov~ral ruchtscontinu. 
We dcfinieren nu µ door µ(0)=0, µ((a,b]) = g(b)-g(a) 
(-oo <a< b < oo). Deze µ h8et dt.; Leb2sgw:::.--Sti0lt,J0e--mc.wt. In hc:;t 
//:VPd d;:,t g(x)==x (c=1llc x) kri.Js~on vJE-: de; g'.::v,10:.1G Li.::bcsgu::.-mar.it. 
'i-~i:· v:mcr·c·2.(:;'r,:m d:=ii; µ (,,r, m2oc irJ, arm c-11:.: h0ncl von c:,;f.2. De, 
~-, 1 ... ,:~ .. .,10 ~·. j' 0 ,..:Jr"'\~ ",4 ... ~ •• ,,. .. , •• :., .. ",. ""'.' ,-·•,•·' ... ,,.., ..... j ·:·· .. \·(·~ 1~ ~-VOOr'ildFJ .. .-,·!•, I .. r., 'vi•·~, ruic ZJ.Jtl .,t:l1V01 .. 1. •• ,.J.t.c·, :.,\.: (: .}l,t,\ •,,, .. '·. 1,. ,'·,t: 0 .... -
p ,..,k ,. . .. ,, ;1 " t ~- , . d ·it, ,;C) ,74 .. II ( ,., · .. ') j., (. 1.- ! "'rn r 
.~.: .... C(; •):1,, uU,:., Oi, COl:1 .• ,l(:: c • :d.J !·1== -'.,,,J. y ·. 1 :: n 1 ,1Jl._\~ ;-1.C ,,,1 .t-~:i." 
Kl.(,s .::: > o. V.::,rkort (r.·1 > b] tot A*= La+o,b] , z6 dat o > o, 
g(.<)·i--o)-g(J)< ½e. -y-crle:ng A1 tot A.f = (a 1 ,b1 +01 ), z6 dat 
g(b1 +o1 )-g(b1 ) < 2-i-1 E • D~ keuze van & ~n o1 is m~gelijk 
o i > o, 
op grond 
van de rcchtscontinutteit. Het compacte int8rval A wordt nu over-
dekt door de opsn int0rvallen A~, dus wegLns Hein0-Borel is er een 
* 8indig 8antal dat A r~eds ovurd0kt. Dus voor zekere n 
.A.* f. ·X· * C -t 1. + • • • + A • 
. n 
* ** We mak~n nu van A de eel A door het link~r0indpunt weg t~ 
nemen, en van Ai de eel Af* door het rc:chteNdndpunt toe te vcobGn, 
Dan geldt nog steeds A** c 
*-l<-
µ ( A ** ) s_ r: n1 11 ( A o ) , d us l 
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. Hierult vol~t elementair dat 
µ (A) s_ µ ( AH- ) +-i'c L c + :i'. ~ ( fl ( A , ) +2-i --'1 c ) < c + >:: ~ µ (Ai) • 
Daar d1t voor elke s > Cl gelcJ.t, b1ijkt da'c [., (A) . .S. :c~ µ (A 1). 
Opmerk1n~,. Wanneer b1J~. g(x) ~ x, en wanneer we voor X de verzame-
ling der rat1onele getallen nemen in plaats van de re~le, strandt 
het bovenstaande op het felt, dat Heine-Borel daar niet geldt, De 
functie µ is dan niet meer totaal-additief: ZiJ V = XA(0,1], en 
zi;J r 1,r2,r3' .•. f3en aftellin 6 van V. Nu is 
De maat links is 1, doch de som der maten rechts is s , en dat kan 
<1ziJn. 
Defini tie 1. 2. 3, De maat 11 op de semirinf.'. r lleet a -f inie t als er 
een riJ A1 1 s is met X = Z.:~Ai' ~t(J.\ 1 ) < ex) (i = 1,2, ... ) (Er is dan 
ook een disjuncte rij van zulke A
1
_
1 s). 
We zullen ons slechts met a --finictc maten bezi:.:.houden (Zte 
voor het niet 0-finlete geval: N,G. de BruiJn en A.C. Zaanen, Kon. 
Ak.v.Wetensch., Proceed A 57 en Indc1gatiorn.c;r3 Math. 16, p. 1+~;i6-1~ ), 
1.3. Uitwendige maat 
Definitie 1.3.1. Een op de collect1e van alle deelverzamelingen vanX 
gedefinieerde functie p \)cet u:.n uitw,::.; i 
3~ 
p (o) = o, o ~- r (S) _<_ oo voor cc1lle s c- x. 
p rn,)notoon (s 1 c .s 2 ., dan p (s 1 ) _<; p U3 2)) 
p totaal-subadditief, d.w.z. 
P ( 3 1 +s 2 + • • · ) .s. P ( .s 1 ) + P ( s 2 ) + • · • · 
cr -finiet als s 1,s 2 ., ••. zo bestaan dat X = z'~s 1 en 
co ( alle i) . 
1 
Voorbeeld. Zij X aftelbaar, en p(S) = (aantal elementen van S)~. 
De subadditiviteit volgt u1t de ongelijkhei.d 
a; +a~+ •.. i (a1+a 2+ ••. ) 2 (o -~ a1 -~ oo ) • 
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Definl tie 1. 3. 2. Zi j r een semirint~ met a -fj_niete maat µ • Voor 
* elke Sc X defini~ren we µ (S) door 
* µ ( s) = inf { µ ( P) I S c P E Q ( r ) } 
( vgl. st. _1. 2. 2) • Het inf 1mum bes taat, _want er bes taat mins tens een 
dergelijke P., daar µ cr-finiet is. Als voor alle betreffende P's 
µ ( P) = oo is., is met het infimum oo be doe ld) • 
* µ heet de: door ( r ., µ) voort::-::ebrachte uitwendige maat. 
* Stelling 1.3.1. µ is een a-finiete uitwend.11:.e maat. 
'* Bewijs. 1e. Daar steeds µ(P) 2.0 is., geldt o_~µ (S)i. oo voor alle S. 
. * Daar o E Q ( r )., µ (o) = o, is ook µ (o) = o. 
* * 2e. Is s1 c s2 , dan is µ (s 1 ) = inf v1 , µ (s 2 ) = inf v 2 , 
met getallenverzamelin~en v1 en v2 waarvoor geldt v1 =:, v2 • Daarom is 
inf V 1 < inf V 2 • 
3e. Kie □ s1,s 2, ••• will~ksuri~. We bewiJzen dat 
µ~( E~Si)i. E 1µ*(s 1). Neem aan dat ~1 µ*(s)< oo (anders is er 
niet~ te bewijzen). Kies e: > o., en Pi E Q ( r) zo dat µ(Pi)<µ* (Si) + 
+ 2- 1 e • Zij P = E001P., dan is P E Q ( r) (st. 1,1.4)., P ·::, E001Si en 
. l * . 
µ(P) i. E 1 _µ(Pi) ~st. 1.2.2). Derhalve is µ (S) i. µ (P) 
oo * ( . ) co -l 1 t; · ·· i.E 1 µ S1 + ~12 c. De .a.'J.,r::·cu ::iom 1se. Daar c wlllekP.urlg is, 
volgt h~t gestelde. 
Stelling 1.3.2. Als r een semiring is mEit cr-finiete maat µ ., dan 
is µ. ( Q) = µ ( Q) voor alle Q E Q ( r ) . 
Bewijs. Voor alle PE n(r) met P=) Q geldt 11(P)2. µ(Q) (µis mono-
toon op Q , st. 1.2.2). Voor minstens ~~n P (nl. Q zelf) is µ(P) = 
* µ(Q.). Dus µ (Q) = inf µ(P) = µ(Q). 
4 * 1 •. Meetbare verzamelin~en. In deze paragraaf isµ 8en a-finiete 
uitwendige maat op X, niet noodzakelijk arkomstig van een maat op een 
semiring. We zullen nu meetbare verzamelingen defini~ren; de meet-
bare ver~amelingen blijken een a -ring te vormen., en 1/ is daarop 
een maat. 
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Definitie 1.4.1. Een E c X ,.t mcetbaar ale voor elke Sc X geldt 
!.L * ( s) = µ *( '~Ti') -'· 0-•. ),l_J ( (E 1 ~ X--E) 
De collectit: van alle mt;t:;t'J21rcs E' fJ wordt met A a 
Opmerkint,,t:n. DE~ze definit:Le (vein Carath(::odory) v,:rvan\t 11<::t invocren 
van het begrip meetbaar vJ.a dc: inwc~1d maat (v.;l. o.~~), c~J.c 
de ~egeven situatie niet direct kan worden aangeg~ven, Caratheodory 1 s 
definitiE:: ls misschj_en niet erg doorzichtt , maar wel zcer i1ande1bEH.l1'. 
Ste 11 in,. 1 • 4 • 1 • 0 (: A , X E A 
EEAc:-:)E 1EA 
Stellins 1.4.2. E1 e A 
BewiJs. Zij S Wlllekeurig. s1 = S - E1 - E2, s2 = E4S, 83 = SE2 
Dan ZiJn S4,S2,S3 dlSJUnct, s1 + s2 + 33 = s. We hebben S = SE1 
= S 2 + ( S 1 +S 3 ) , du s µ * ( S ) = µ * ( S 2 ) + fl* ( ,S 1 +s ) • Verde r ls 
s 1 + s 3 = ( s 1 +s 3 ) E 2 + ( s 1 +s ) E 2 =.= s 3 + s 1 ' du s ll * ( s 1 +s 3 ) = 
··- ],,1 • 
S,-.1 + ,._ .t',1 
µ*(S 3) + µ*(S 1). Dus µ'*(S) = µ*(S 1 ) + µ*(S) + !.t*(S 3). Vervol-
gens is s2 + s3 == (s 2+s 3)E1 + (s 2+s 3)E1 = s2 + s3.9 c1us µ➔"(s 2+s 3 ) == 
!1 ·*(S 2 ) + µ''f(S:3)• Dus f.tk(S) = µ ➔{s 2+s 3 ) + µ ➔<(S 1 ) = 
111:::;(J,;ft-E2 )) + µ":·(S(E,f!-E) 1 ), q.e.d. Btj dit bew,Js .is niet 
gebnn .. kt dat µ ·* c~cn u:t.twcnd:q,:,e maat -.:s. 
Stelling 1.1+.3. A is een r:t.n' (en Zf11fs sen Boole-alg.ebra). 
Bewi,:js. Zie def. 1.1.1 en 1.1.2. Na dt: ,.ior1ge stellingen valt nog 
slechts te bewiJzen dat het verscln1 van twu'i E 1 fJ uit A weer u1 A 
lig,t. Is E1 EA , E2 E A , ( :n ls E1-E2 == (E1+E2 ) 1 • Nu kunnen we de 
vorige stelltngen toepassen. 
Stelling 1.1+ Ji. Is E1 E A , E2 E A l";' TC' .). ,., X ' L', 11" n = ( !I ,:J ,:·.: . , 
r:_ 
dan is 
Bewi;j s. 1. 
2. 
1°. 1.1.·*(S(E1+E2)) •= 11·*(SE1 ) + 11-l✓.·(SE2 ) • 
2'\ 11*(E1+E2 ) - !-t"'(E1 ) + 11·X·(E2 ) 
* ( C' ( E +E·' ) ) * ( C' ( E' 1 }"' ) f' ) + ( n ( L' +E ) E' I ) µ u ~1 '2 = µ . u < 1 •· -'2 ', .,I !l ·X- .:J J:, 1 2 : 1 =: 
µ*(SE 1 ) + µ* (SE 2). 
•) Pas 1 tot met S = x. 
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Stelling 1,4,5. Is EiE A (i = 1,2, •• ~), EiE,J = O(i-/: J), ScX, 
dan is 
1 0 
. . 
2 0. ,,ooE 
'"'1iE1\.' 
3°, µ*( E E1 ) = r,~µ*(E 1 ) • 
Bewijs. 1::. We gens de monotonie van µ * is µ * ( S E~Ei }.~ µ*( S E ~Ej_) -
~ ~ µ*(SE 1 ) ( het laatste door herhaalde toepass:mg van de vorige 
ste 11 ing) • Dus t ~µ* ( SE 1 ) -~ µ-i<·( S r,001E.) voor e lke n, en daarom 
00 00 . 1 
E1 µ*(SE 1 ) i µ*(S z.:1Ei). Daar µ* totaal-subadd1tief is, ::;eldt ook 
het teken in anderc richtin~, dus het gelijkt~ken • 
. ') 2 ·• We gens E1 + ••• + i~n E A geldt voor elke 3 
µ * ( S) = µ * ( S r,~E i) + µ * ( S ( E 1 . , . E1\) ) , 
Wegens de monotonie is dit 
2. µ*(S E~Ei) + µ*(S(E1E2 •.• )) , 
Wegens st, ') 1,4,4, 1· is de efrste term 
Toepassing van 1e levert 
Uit de s~badditiviteit volgt het teken in andere richting, zodat 
we het gelijkteken hebben. 
-:.O N () 
., .. • e em S = X in 1. • 
Stelling 1.4.6. A is een a -rinr.~:, en 11* 1s een maat op A • 
Bewi,js. Daar A een rir1{ .. is .• dus een semtrlnf'.-, is eUce aftelbare som 
van elementen van A ook nln GJ.BJuncte som te sr.hrijv8n (st. 1.1.4, 
2°). Wegens st. 1.4.5, 2'i '.t.it~t d:le wee;.:!"' i..n A , dus A .t;:3 l2c:n a-rlng. 
We controleren vervole:,ens def. 1.2.2 voor µ* en A • Daarvan ls 
1P triviaal, 28 volgt uit monotonie en subactd~tlvitelt vanµ*. 3° 
volgt uit µ*(E 1 ) + ••• + µ*(En)= µ·*(E 1+ ••• +En) (st, '1.4.4, E1 1 s 
disjunct), en verder uit monotonie. 
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Stelling 1.~-. 7. Is A~.:: X.s 1.,ii•(A) = O, dan A meetbc1ar. 
Bewijs. Voor elke ScX is µ/·(SA)-~ µ.<·(A)=O (monoto,1ie), dus µ·*·(SA.)=0. 
Verder is µ*(SA')-~ µ*(S) (monotonic), dus f.t*(S).?. µ*(SA)+ µi<·(SA 1 ). 
Wegens de subRddit1vite1t geldt ook i, dus =. Dus A is meetbaar. 
Door het voorgaande toe te passen op de uitwandigR msa~ µ* 
voortgebracht door· e::en maat µ op ee::n semiring r , breidEm we deze 
maat dus uit tot een maat op een er-ring A die r omvat (vgl. f.lt. 
1.6.1). We zullen op A weer µ schrijven i.p.v. µ*. De ovP-rgDng 
van ( r., µ ) op (A, µ ) zullen we · iet L(~besgue--proces nciemen, en we 
8chrijven ( r, µ ) ; (A, µ). In l"\et blJzonder geeft voorbc:':eld 5 van 
1.2 aanleiding tot de Lebesguc-StieltJes-maat op een klasse va~ 
meetbare verzamelingen op (-· oo, oo ), en in hi:::t bi:1zonder geeft 
g(x)~ x de gewone Lebesgue-maat. 
1.5. Rijen van meetbare verzamelingen. Als µ*een uitwendige maat 
is, en A de klasse dcr meetbare verzamelingen, dan is µ¥ een maat 
op de a-ring A • Bet volgende geldt algemeen voor elke maat op een 
cr-ring, onafhankelijk van de oorsprong daarvan. We zullen de a-
ring door A voorstellen, de elementen door E's ~n de maat doorµ . 
Stelling 1.5.1. Is E 1 cE2 c ••. , E0 ➔ E dan 1s µ(En) _. µ(E). 
Bewijs. E=E 1+E 2+ ••• ==E 1+(E 2-E 1 )+(E3-E 2 )+ ••• , en de laatste som is 
disjunct. Dus µ(E)=limn--•oo { µ(E1·+ µ(E 2-E 1 )+ ••• + µ(En-En_ 1 )J :;; 
= limr µ(E 1+E 2-E 1+ ..• +E -E 1 )= lim µ(E ). l➔ oo n n- n 
Stelling 1.5.2. 
µ ( En ) ➔ µ ( E ) • 
I '" ~ -::-i J,' ......., T-:' _,. I" 
j.J •-'1- ~2--' · · ·' "'"''r1 .. ..,, µ(E 1 )<oo, dan is 
Bewijs. E1 -En nadert niet-dalend tot E1 -E, dus op grand van de vori-
ge stelling is p.(E1 -En)-+ 1.t(E 1-E). Daar µ ( E 1 ) < oo _1_ fl ., en µ a d d i -
tief, volgt het gestelde resultaat direct. 
Opmerking. DE-.: conditie µ(E 1 ) < oo is nict ovt:rbo(Jig. 
En:;;(n, oo ), 1?:n !l d1.;: Leb0sgue maat op (-co, oo ), dan is 
µ(En) -+ oo • 
Is bijv. 
E ~ 0 doch 
n 
Stelling 1.5.3. Is En EA, dan lim inf µ(En).(., 11(lirn inf En). 
Bewijs. Is Dn=EnEn+'1""'' dan nadert Dn monotoon niet-dalend tot 
lim inf En. Dus 
de laatste stop geldt VK:gcns D c E . 
n n 
We geven een voor•br::olcl W8,Jrbtj het tekcn > geldt: 
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Voorbeeld 1. Lobesgue-maat. E ~(0,2] 
n 
n oneven is. Nu is lim inf µ(En)=2, 
als n even is, en (1,3] als 
µ(lim inf E )= µ((1,2])=1. 
n 
Stelling 1.5.i+. Is EnE .A, µ(E 1+E 2+ .•. ) (co, dan is 
lim sup µ(En) i µ(lim sup En). 
Bewijs. Vorm complomenten t,o.v. E1+E 0 + ... , en pns de vorige stel-c.. 
ling toe. 
Voorbeeld 2. En's als in voorbeold 1. We hebben lim sup µ(En)=2, 
en ~t(lim sup En)= µ( (0,3] )=3. 
Uit het volgende voorbe::eld bli.jkt <1·:t de: cind 
in st.1,5.4 niet overbodig 13. 
,:.:ic'i ;cnndi.tie 
Voorbeeld 3. Is E =(n.n+~l, den iu lim sun, µ(E )=1, doch 11 - .. , 1'"] 
µ(lim sup E )= µ(0)=0. 
n 
Stelling 1.5.5. jl:. f\ .. "ir: A, (::=i,',.'., •.. )> •__;n-; E. ,;:: .:.<1::1 :--.-Ll8 bn Ln 
een vaste A 0 /1. Li...g:!,Ci~ rn(,s:·, 1_1(e .. ) ~ : 7 ' 1:·:,·1 i.L 11(rn) -, µ..(':'). 
Bew:l.jt3. Op gr-ond vtn1 (:,_: 
~t(lim inf En) ,:S_ lim inf µ(En)_:~ lj_m sup 11(En) -~ µ(lim sup 1\), 
Daar de uiterste 1edf:n gelLik ziJn., zijn ck: b:1.rnH:cnut'.:'? het ook. 
1.6. Reguliere uitwencligc: rm:iat. ~J..J 11' c::-:n o-f'iniete ultwendige ma3t 
op X, niet noodzakcl:l.Jk 8fkom::1ti:::~ v1n teen mr:,at op een s2miring. Met 
behulp hie rvan dE::finlt..: ::'cit, we ":en oir -!.'irw A van t. o. v. 11* meetba re 
verz:::mc:J..ingc:n, en dr::arop :Ls p.-x C:(m m:c:Dt (st .1.4 .6). Wt.: hebben daar-
noe een S,':';mi ring met rn.~'13 t, en d aci rmc-,) lrnrrnen Wt.;; volgens d c, f. ✓1 • 3 . 2 
weer een uitwendige maat op X dcfiniUren, Dcze noemen we µ**. 
DefJ.nitie 1.6.'l. De uitw<:mdige maat µ)tl1cjet r,1gulier 1:1:Ls µ+:·(S)= 
= µ 71·*( S) voor a lle Sc X, terwiJ 1 bovend :ic-::n µ* .- -finiet is. 
_Opmerking. µ-H·(S)= inf [µ*(E) I EE A, E::is J. Voor al zulke E:::iS 
is µ*(E).~ 11*(.S). Dus µ* (S)i_ µ**(.'3). 
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Verder is µ•a(E) = µ (E) voor 8lle E ( J\. (st.1.J.2). 
Stelling 1.6.1. Zij µ een c-finiet2 rnaat op een semiring r I en 
zij µ* de (volgens def.1.:3.2) cloor fl ge'.tnduceerde uitwendige maat. 
Dan is µ,<· rcgulh:r en r ,::: o (r) c A , terwijl 11 = µ,( op o (r). 
Bewijs. We kort8n Q(r) sf tot Cl . Dat p.= µ* op Q, wGrd al in 
st.1.3.2 aangc:toond. We bcwijzen nu eerst dat l2cA. Daar A een cr--
ring is, is het voldoc:nde te bevdjzEm dat r c A • Zij A E r . We moe-
ten bewijzen dat ~t-¥c (S)= µ*(SA)+ µ -)((SA 1 ) voor alle Sc X, en wegons de 
subadditiviteit is het voldoendc hier te bevJiJzen. 
Als P .=:,, S, P E Q ., dan ls we rw de monotonie 
fl* ( SA ) + µ-)( ( SA 1 ) i !l')t ( p A ) + 11 -X· ( p A l ) • 
Daar PA'=P-AEQ (st.'1.1.l~., 4°)., dnar ll=fl*op 
tief is op Q J is het rtchterlid gelijk aan 
kunnen we P zo kiezen cJ:it µ(P) µ*(S)+ e. 
Q , en daa r µ 
µ(P). Bij elke 
Dus ~t-¥ (SA)+ 
addi-
::: > 0 
+ µ*(SA 1 ) ..$_ µ*(S)+:::. Doar het voor elke s > O goldt, geldt het ook 
voor e ==0. Dus Q c /\. is bewezen. 
Vervolgens merken we op dot Q (A)== 11. (want A is een a -ring), 
zodat 
µ 11•-x• ( S ) == inf { µ ➔~ ( E ) I E E A , E=' S J • 
We gens Q c 11. is di t hoogstens 
inf t µ * ( P) I P E Q , P ::, S } , 
7.odat du:3 µ·:<-1s)~~11*(S). TJit rk:. op:nerking na def. 1.6.1 vo.lgt nu 
d8t 11)(• == 11"••);-., dus µ* is rEgulier. 
Stelling 1.6.2. EJ.kc n::guliere ultwc;nd 
d ool'.'· een o -fini-2tc0 mau t op ecn s ring. 
geinduceerd door de µ)1 , 
ve I'.'Z,Jm1;; ling en. 
1.7. Maatuitbreiding. 
ts, 1:3 =11~H:, en p."'H" de uitwendige maat 
hetgeen een maat is op de t.o.v. µ* meetbarc 
Def'initie 1.7.1. Onder een maatruimte verstaan we een ruimt(:; X, waar-
1n zowel een Bemiring r als een maat µ op r zijn aangegeven. De 
maatruimte wordt met (X, r , µ ) aangeduid ( eventueel afgekort tot 
( r., µ)). Zonder het erbij te zeggen, zullen we steeds verc,nderstellen 
dat µ cr-finiet is. 
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De;finitic 1.7.2. 
van (x,r,µ) (not;:1ti 
mac'ltruimte (X 1 ,r.1 , ) heet een voortzetting 
-1 o. X ---) x· 
I ,1-·· ' • 
l1 ---., I, 1 --
we eisen ('l:1 t A E r ·) 
(X ,, ) ·- (x r ) ) r ·1,:\ \.' J. J µ L.. ., ·1; 1 ,·i. ,.. 
(C r I 
•i • 
3 o. p. _1 (A) = µ (A) v oo r 2 1 
n is () 0 k ' .. 'I ,- ·1 " J-\. c::::. '"1' ,.• l 
Opmerkini:;. !1.ls (X,P.,µ) c (x1 ,r1 , µ1 )c (X 2 ,r 2 ,µ 2 ), dan ook 
(x,r,µ)c (x2 ,r2 ,µ 2 ). 
Voorbcelden 1. Elk~ (x,r,µ) n wo en voor ezet tot (X,A,µ*) door 
het L2besgue-proc~s, nl. door, ui ande vsn de door (x,r,µ) ge!ndu-
ceerde uitwend 
A te nem(:;n. Dez<.:: µ* op .I\ zullE:n we later \'Jeer µ no0mcn. 
HE:·rhnli van h(;;:t L-proces leidt tot nh::ts nieuws: Als 
(X,rJµ) ~ (X,A,µ), dan (X,A,µ)} (X,A,µ). Volgcns st.1.6.1 gaat 
maat als de eerste 
stop. 
~? • Z, i ,) X= ( - •Xi y (lO ) ·' r1 , cl(:; co 11 C: c t j_ e: (h.: r c L: 110 r, ( [I , b] , 
met µ 1 ( (ri,b] ),.., -':, \Toor r n2rnE:n vrc cL. r:,,ll1~n (n .• r:+1 l , :-r'("t n 
g eh e e l ., e n ~1 -· mo o t 1 ( in be id e 1 lt, i'l n (; r.1 E; r. wt..: o o k d e l c: g e v e r z :::1 -· 
meling op). Nu is (x,r,µ)c (X, r 1 ,µ1 ). Het L-proces, toegepast op 
(x,r _1 µ) 1€:vert hter minder or, don (X, f' ,1, µ_1). Gr: n;_:i dnt 
(x,r,µ) ~ (x, □ (r),µ) in di~ ,, l (.,. - . 
Deflnitir= 'l.7.3. (X,r,µ) ::m (X, r 1 , µ,1) heti.:,n i.::(!U1valent nlG zc cle-
ZGlfde uitwcnd moat inducercn. dat gcval lcidbn zc vio het 
L-proc03 tot d2zelfde maotrulmta. 
Stelling 1.7.1. Nod 
equivalent ziJn is d8t 
,.m voldocnc1c: opclat (X,r, µ) z.:n (X, r ,1, µ1 ) 
11 ( r, ) 
\'" .--, \ J"'i. ·'1 , " 
' ' 
BewiJs. 11 Nodig" ts triv al (1n beid(:, lltn hct 1ijktekcn.; 
bedcnk cir, t f.l •-= 1.t'+ op r y en P·f= µ•x1 r 1 ). Nu 11 volcloende 11 • Neem 
de geno e implicaties Jls gegeven aan. Voor PE Q(r), P= E Ai 
(diSJUnc~, Aj_E I1) gLddt µ·; (P) _S_z.:µ;(A 1 ) (want µ*-'\. totc1Ed~subaddi•• 
t:lef') $_Eµ(Ai)= µ(P). Dus voor ScX is p.+;·(s)=inf l µ(P) I P.::iS, 
P EO.(r)} 2. inf t p. 1 (P) I P:-.)S, PE Q(r)}. Daar t-t*1 monotoon is, zi,jn 
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al dezs µ*1 (P)'s _?_ µx·1 UJ)_, clu;:1 ook hct inf. Dus ~t*(S)> µ·*,1(s). ME:t 
¥·/ * * * dezelfde a rgumenten bcwijzen vie µ _';_ ~t 1 , dus p. = µ 1 . 
s t e 11 in g 1 • 7 . 2 • z i ~I ( X ,1 r J µ) ~ ( X , .l\. , 1.t ) j c n ( X , r , 11 ) c ( X , r 1 , f L 1 ) c ( X ,. A, 1.1 ) • 
Dem zijn (x,r,µ) un (x,.r_1 _yf11) <:.equivalent. 
Bewijs. Uit (r,~i.) c(r,1.11J/I) vo1gt clst f1:*_?_ :l1 . U:'Lt (:r1 ,µ1 ) c: (A,~t) 
volgt dot J\ 2. 1 .. L-x·-)c. Ds2r 11x rc:c1..~lit.:r' :i.r:l, :L:-:: µ 1H(·=11 ➔,-. Derhalve 
* ·X· µ = !11 . 
Voorbee ld 3, Een voorbee ld van c:en r ;l tus sen r en A ir3 de cJ oor 
r voortgl:brc1chtc Borel-ring, d. i. clc klc1rrntc 0 -ring die r omvot. 
In het geval vnn de gcwonc Lcbcsgu~-msat knn men bcwijz0n dat deze 
echt tussen r en A gell,gcn i::-3. 
1.8. Approximatie v□ n mcetbarc verzam~lingen. 
_Stelling 1,8.1. Zij (X,r,11) !~. (X,A,11). D:,in '.i.r:, er b:l.j ell,::e EE A cen 
T' i j P 1::) P 2 ::::) • ., , z o cl o t P n E Q ( r ) ( n,::: 'l 3 2, ... )_, 1 im P n:) E J p ( l\) .... µ ( E) 
en µ (lim P -E) = O (voor stiJg0nde rijen ls lets dergelijks ~iet 
n 
w a a r , cJ e 1 im P z o u d rm t r o u w c n s z E:: 1 f w c, e r 1 n Q ( r ) 1 i g g c n ) • 
n 
Be11Jijs. We ncmcn cerst 3an dnt p. (E) <"' is, Wegens de dc,fi.nitie 
van uitwendig\; m,:3c1t is !L(E)=inf 1 r1(Q) f Q E Q (r), Q,::::;E} , DtH:: er 
' , 
is een rij Q1 ,Q~)', •• met Q,n E Q(r), qTl:JE, 1i(Qn)-, 11(E). Ncern nu 
Pn==Q,1 ••. Qn' dan is P 1 _,, P2 __ J .. q Pn:.:JE, 11(Pn) _:,;_ µ(O,n); du::,; 
11 ( P n ) ..;, 11 ( ~ ) • 
Daar µ(E) < cx:i, is µ(P) < oo op den duur, dus (st,1.5.2) 
n 
µ( p ) ➔ 1 (lim P ) Ook lirri P E' '• 0 m2etbz~E1r. t:TJ E c lJ.m P , :::::oclat n 1 · ·• n · · · ··• · n - ' ·"·" - ,-j 
µ ( 1 im F' n --E) = µ ( J. ic1 P n) - 11 ( E) :.:0. 
Vervolgens ncm~n we µ(E)= • Daar µ a-finiet is, beatnat er 
voorgaande op 2lke EA 1 to~. We vindcn dnn rn 1 1 s met Pn'1=)Pn 2 =), •• , 
P 1. E Q(r), lim P_. ·1 F~A., 11(LLm P ,-EAj)=O. Neem nu n n➔ oo lll ·-· l 11-'>CX• nl . 
00 
P1= Z i=='1 Pni-' wmirvoor hc;t gE;Vraagcfo gE.::m8kk:e1ijk te bewijzen is. 
Definitie 1.8.1. Is Er:: A, Ff: A, dnn hect 11(E6F) de 8fst:!.1nd 
van E tot F. 
Stelling '1.8.2, ID EEA., F EA, GE A, Ckm is 
µ(E6 G) i_ f.t(E6F1) + µ(F6G) (drieho~ksongelijkheid). 
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Bewijs. E t,G == (E-G) + (G-E) == (E-G)F + (E-G)F' + (G-E)l" + (G-E)F' c 
c (F-G) + (E-F1) + (F-E) + (G-F) = E /\ F1 + F 6 G. 
Opmerking. A behoeft nag geen metrisch~ ruimte te zijn, want µ(E) 
kan oneinc1ig zijn, en uit µ (E 6 F)=O bd1oeft nict E=F te volgen. 
Wanneer we echter verzamelingen met afstand O identificeren, is de 
collectie der meetbare verzamcling~n met eindige maat wel een me-
trische ruimt<:::. 
St8lling 1.8.3. ZiJ (X,r,µ) ~ (X,A,µ). ZiJ E m~etbaar, en µ(E) < 
Zij c > 0. Dan is ec een e;indigC' disjuncte sorn z ~ A1 (A 1 Er), z6 
dat 
Pn E Q(r) met P :::)E, µ(P -E)< ·½c. ~ ..n n . Bewijs. Blijkens st.1.8.1 is er een 
Verder is P = z001 A" (disjuncte som) n l me t 11 ( P n ) = E ; µ ( Ai ) • Da a r µ ( P n ) 
µ ( P - Em A 1 ) < ½ c . Pas nu st .1 • 8. 2 eindig is, is er ecn m z6 dat n 1 
toe op E P cm 
, n 
~ m I' 
L 1 'i. 
Definitie 1.8.2. (X,r,µ) heet separabel als er een rij E1 ,E2, ... 
best1.-:iat (E EA), z6 dater bij elke EE A met µ(E) < 00 1:;;n elke C > 0 
n 
een n bestsiat z6 dcit µ(EI':. E ) < c • 
n 
Stelling 1.8.4. Opdat (X,r,µ) separabel is, is het voldoende dat 
er een rij E,1,E 2 ., ..• bestc1at z6 dat er bij elke A Er met µ(A)< ,xi 
im bij elke s > 0 c:en n bestciat z6 dat µ(A fl En) < e • 
Bewijs. Zij V d~ klasse bestaand~ uit alle verzamelingen die d0 
vereniging zijn v~n ~indic velc E 1 s. Don is V aftelbaar. 
n . . 
Volgens r::~t .1.8.3 is er bij elke E EA met µ(E) < '-'o een ~indige 
som. r, 1~ Ai te vinden cHe tot E een afstand > ½s heeft. VolgEns het 
gegeven kunnen we elke A. benaderen door een der E .. 1 s, met 
. / l J m µ(A 1 LlEj) < c 2m, De vereniging dezer E/s heeft tot 22 1 A1 een af-
stand < ½ c , dus tot de gegeven E een ::ifstand < c • 
•· 
Voorbeelden 1. Als r aftelbaar is, dan is (x,r,µ) separabel. Neem 
nl. voor de E. 1 s de elementen uit r zelf. 
l 
2. De Stieltjes-Lebesgue-maatruimte (zie 1.2. voorbeeld 
5) is separabel. Als separerende collectie kunnen we de intervallen 
(r,s] nemen met rationale eindpunten. Daar de functie g rechtsconti-
nu is, kunnen we bij gegeven A=(a,b] de r ens z6 dicht bij a resp. 
LE 25 
b (en wel recl1ts VEL7 a resp. b) nemen dat µ((a,b] t, (r>s]) = 
g ( r) -g ( a ) +g ( s) -g ( b) < e is. 
1,9. Cartesisch product van maatruimten. 
Definitie 1.9.1. a. Zijn X en Y willekeurige ruimten> dan is het 
cartesisch product X xY gedefinieerd als de verzameling van alle 
pa l"en ( X; y) ( X E X; y E y) . 
b, Is s1 cx, s2 cY, dan is s1 xs2 de deelverzameling van XxY 
bestaande ult alle (x,y) met x E s1 , y E s2 • 
c. Zijn e1 > o2 klassen van deelverzamelingen van X resp. Y, 
dan is s1 x 8 2 de klasse van alle s1 x s2 (S1 E e1 ,S 2 E@ 2 ). 
d. Zijn cp 1 en cp 2 verzamelingsfuncties op e1 resp. s 2 , dan 
is cp = cp 1 x cp 2 op ,J 1 x e2 gedefinieerd door 
cp(S) = cp1(S1)cp2(S2) als S1E 81.s S2E02· 
e. Is VcX xY, XE X:- dan is Vx=tYl(x,y) EV}. Analoog defini~ren 
we VY. 
Voorbeeld. r 1= klasse van 
zameling (1=1,2). Da~ is 
nale cellen, plus de lcge 
alle cellen op (- oo, oo), plus de lege ver-
r 1 x r 2 cie collectie van alle tweedimensio-
verzameling. 
Stelling 1 . 9 .1. Is r 1 een semiring in X, r 2 een semi ring in Y, 
dan is r == r 1 x r 2 een semir1ng in X x Y. 
BeWiJs. Het is trj_viaal dat OE r. Stel nu Ci=Aix B1 Er (1=1,2). 
Dan is 
dus c 1c 2=A 1A2 x B1B2 E Q (r 1 )x Q(r 2 ), en het is gemakkelijk in te 
zien dat lantstgenoemde collectic een deel van c(r) is. 
Verder is direct in te zien dat 
en deze drie stukken zijn disJunct. Elk ligt in o(r)J dus de som 
11gt in o(r) (zolang nog niet bewezen is dat r een semiring is mo-
gen we dit alleen met disJuncte :sommen cioen). 
De volgende stellingen zijn voorbereidingen tot stelli~g 1.9.4. 
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Stelling 1.9.2. Laat (x,r1 , µ1 ) en (Y,r2 ;µ 2 ) maatruimten zi,Jn., en 
zij A. E r 1 ., B, E r 2 , C.=A.xB. (1=0,1., ..• ,n). Laat c 1 , ... .,cn dis-1 l l l l 
Junct zijn, eD 
Dan is 
n 
L 1 µ,,/Ai) µ2(Bi) ..$. µ1 (Ao) µ2(Bo)' 
Bewij s. Is A1 E r 1 ( i=O, ~ .. ~N), dan kunnen we L ~ Ai schrijven a ls 
disjuncte som L~ AJ(AJE r 1 ) z6 dat elke A1 de vereniging is 
van aftelbaar vele AJ's. Dit is gemakkelijk door inductie naar N 
te be•wi,J Z8n. Vol cl OG t r~A j voor N, da n kunnen we . in het geva 1 N+1 
schriJven 
N+1 ) t:: Ai= (AN+1-Ao-· ... -AN + 
0 
en elke term is weer disJuncte som van ~ftelbaar vele elementen van 
r1 (vgl. stellinc 1.1.4, 4°), 
We passen dit nu toe met N=n, zowel voor A, ... ,A als voor 
o n. k 
B0 , ••• ,Bn. Elke A1xB:i. is nu de som van aftelbaar vele AJxB 's. BiJ 
gegeven Jen k zal AJxBk hoogstens in een der A.xB met 1 < i< n 
l .. 1 - -
voorkomen (daar c 1 ,,..,C disJunct zi~1r:L en al'3 A~Bk i.n 00n dE:L" n 
A1. x B .. voorkomt, komt hiJ ook in A x B voor. Beide ledeD van de l O ·) 
te bewijzen on6eliJkheid ziJn nu te schriJven 8ls som van termen 
. k 
µ1 (A J) µ 2 (B ) , en elke term links komt ook rechts voor. Alle ter-
men die rechts meer voorkomc:;n zijn > 0., zodat de ongeliJkheid be-
wezen is. 
Definitie 1.9.2. Laat (X,r,µ) cen maatruimte zijn, en B(x) een uit-
spraa k over een va t'ia be 1 punt x E X. We zeggen da t B( x) biJna overci l 
geldt, of dat B(x) voor biJna Dlle x gcldt, of 
B( X) ( p. p.) 
(p.p. is afkorting voor presque partout), als er een Vis met 
µ(X-V)=O z6 dat B(x) gcldt voor alle x EV. Is Sc X, dan zeggen we 
dat B(x) voor bijna alle XE S geldt als B(x) geldt op een verzame-
ling V met µ(S-V)=O. 
Voorbeeld: Bi,J de gewone Lebcsguemaat op (- oo j oo) geldt dat bijna 
elke x irrationaal ia. 
Stelling 1.9.J. Laat (Xjr1 ,µ 1 ) en (Y:,r 2 ,µ 2 ) maatruimten ziJn. Zij 
0< a< oo, O<b < oo, Acx 1 ,µ1(A) >a. Laat Veen deel van XxY ziJn. 
Voor bijna elke x E A zij µ ":tv ) > b. Is tenslotte v c {'0A xB ~ X 1 i i 
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(AiEr1 , B1 Er 2 ), dan is 
E ~ µ '1 (Ai) µ 2 ( B1 ) > ab. 
B.ewiJS. ZiJ' A. X B.=C.' s ::::: ~ n C en s =(S ) . Voor elke X is sn· X 
i 1 1' n 1 k nx n x 
de som van een aantal der Bi' (nl. met de i's waarvoor 1i, ii,n en 
x EAi is). BiJ vaste x is(Snxleen niet-dalende riJ; zij lim Snx=K(x), 
Wegens het gegeven is K(x) "::)Vx, dus µ 2 (K(x) )2. µ ;(vx). Voor bijna 
elke XE A is dus ~L 2 (K(x)) )b. Dus biJ biJna elke XE A is er een 
index n0 (x) z6 dat µ 2 (snx) > b voor n > n 0 (x). 
Zi1 D = { x I µ 2 (s ) > b}. Dan is {D }niet-dalend, en lim Dn 
w n nx n 
omvat bijna de gehele A. We hebben Dn E Q ( r1 ) (wordt hierna aange-
toond), dus lim µ 1 ( Dn )2y;(A) > a. Er is dus een spec ia le n met 
µ1 (Dn) > a. . 
Laat A1+ .•• +An gesplitst zijn als disjuncte som . EAj (AJE r 1 ) 
z6 dat elke A. een disJuncte som van aftelbaar vele AJ's is (zie l . 
bewijs van stelling 1.9,2). Op elke AJ is nu S x constant, we noe-
. j n 
men deze constante verzameling sJ. Deze S is de som van een aan-
tal B. 's: Sj= E. KB.> als K = l i I Aj cA.1. Uit de definitie van 
l lE ... l J l , 
Dn volgt nu dat Dn J de som van een aantal AJ's is. Dus Dn is meet-
baar. Dit geldt voor elke n; van nu af aan bedoelen we met n ech-
ter de speciale n. 
We splitsen ook . .En1B. al3 disjuncte som i: Bj, z6 dat elke B. 
. l " l 
som van een aantal BJ's is. Laat pk het aantal i's ziJn met AJc Ai, 
BkcB1., 1<i<n. Zij q,. 1=1 als p.kJ>O, q.k=O als p.k=O. Dan is 
- - J { ·J ' . J 1'" J j k :E; µ1(Ai) µ2(Bi) = I: J Ek pjk µ1(AJ) µ2(B') 2. .E J z:kqjk µ1(A )µ2(B ). 
Is j z6 dat AJ in D ligt, dan is daarbiJ wegens Sj= z::kq.kBk vol-
nk . J 
daan aan .EkqJk µ 2 (B )= µ 2 (sJ) > b. Dus 
E~ µ1 (Ai) µ 2 (B1 ) 2. bI:J µ 1 (Aj) 
waarin het accent aangeeft dat alleen j's met Ajc D worden genomen. 
n 
Het rechterlid is b µ 1 (Dn) en dat is grater dan ab, q.e.d. 
Stelling 1.9.4. Zijn (X,r1 ,µ 1 ) en (Y,r2 ,µ 2 ) o-finiete maatruimten; 
dan is µ = µ1 x µ 2 een cr -finiete maa t op r = r 1 x r 2 . 
Bewijs. We controleren de eisen van definitie 1.2.2 en definitie 
1. 2 ,3. 
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1°. µ(AxB) = µ1 (A) µ 2 (B)2_0, en µ(O) = µ(OxO) = µ 1 (0) µ 2 (0)=0. 
2°. Zij C Er, CiE r, b=AxB, C1=A1xBi_; A;,AiE r1; B,BlE r2(i=1,2, ... ); 
Cc E~Ci. Te bewijzen 18 dut E µ 1 (A 1 ) µ2 (B1 ) 2,µ 1 (A) µ 2 (B). Als 
µ 1 ( A ) = 0 , of µ 2 ( B ) == 0 j_ s d 1 t t riv i a a 1. Z i j n be id e ma t en po s it i e f , 
dan kiezPn we O< a < µ 1 (A), O <b < µ 1 (BL a en b eindig. Was 
E µ11 (A 1 ) µ 2 (B1 ) < µ1 (A) µ 2 (B), dan konden a en b bovendien zo ge-
kozen wo·,den dat E µ 1 (A 1 ) µ 2 (B1 ) <ab. Dit is in strijd met stel-
ling, 1.9 ,3 (kies V=A x B), 
3°. Uit stelling 1.9.2 volgt direct dat aan de derde eis van defi-
nitie 1.2.2 is voldaan. 
4°. µ 1 en µ 2 zijn c-finiet. Dus er ziJn riJe,1 A1 en B1 (1=1;2, ... ) 
met AiE r1' BiE r2, µ1(Ai) < oo, µ2(Bi) < oo, I:~Ai=X, E~Bi=Y. Het 
is nu duldelijk dat E Ai x Bj=X xY 1 terwijl µ (Ai x BJ)< 00 voor 
alle i en j. 
Definitie 1.9.J. Zijn (XJr 1 ,µ 1 ) en (Y,r 2 ,µ 2 ) maatruimten,_ dan 
w o rd t me t ( x ., r 1 , µ 1 ) x ( Y , r 2 J µ 2 ) bed o e 1 d ( X x Y , r 1 x r 2 , µ 1 x µ 2 ) , 
wat volgens stelling 1,9,4 weer een maatruimte is. 
Zij J\. de ring der1meetbare verzamelingen in (XJr1 , µ1 )x(Y,r2 ,µ 2 L 
dus (Xx Y, r 1 x r 2 _.1i) __, (X xY 3 A, µ). Deze A. is niet altiJd ge-
liJk aan /:. == A1 x A. 2 • Niet eJ.ke A1 x B1+A2 x B2 behoeft een A3 x B3 
te zijn, zodat 6 geen ring behoeft te zijn. Het is bliJkens stel-
ling 1.9.1 w~l een semiring, en we kunnen daarbij weer de meetbare 
verzamelingen in Xx Y gaan zoeken. Dit leidt tot hetzelfde resul-
t a at a 1 s met r 1 x r 2 : 
Stelling 1.9.5. Onderstellingen als bij stelling 1.9.4. Verder 
(x,r1,µ1) s (X,A1,µ1) , (Y,r2)µ2) ~ (Y,~2•µ2) 
(X,A1,µ1) x (Y,A2,µ2) == (x xY,t.,,v). 
Dan is (X xY,r,µ) c(X x Y,6,v) en (Xx Y3 r,µ) ~ (X xY,f>.,v), 
(vgl. definitie 1.7.2 en definitie 1.7,3; ...., betekent 11 equivalent 11 ). 
Bewijs. De eerste 
moeten we volgens 
1°. v*(A x B) 
bewering is nagenoeg triviaal. 
stelling 1.7.1 bewijzen 
< µ(!-\. X B) als A. E 17 1' B EI' 2-" 
2 o • µ *( E Y. F) < v ( E x F) a 1 S E E A 1 , F E A 2 • 
Voor de tweede 
Hiervan is 1° triviaal daar (r,µ)c (6,v): bij vergroting van de 
semiring kan de gefnduceerde uitwendige maat niet toenemen. 
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Om 2° te be1AJiJzen onderstellen we eerst dat ti 1 (E) < 00 3 µ 2 (F) < 00 • 
Kies a> µ1(E), b > p. 2 (F). Kies P EQ(r1 ) met P:'.)E, µ1 (P) <ay en 
QE'2(r 2 ) met Q:)P, µ 2 (n,)<b. Gemakkelijk blijkt dat PxQ:::>ExF, 
en µ(PxQ) = µ 1 (P) µ 2 (Q) (splits P resp. Q, als disJuncte som van 
elementen van r 1 ,_.,esp. r 2 ). Dus 11(PxQ)< ab.9 zodat [.t 1(-(ExF) <ab. 
Door geschikte keuz van a en bis ab willekeurig dicht bij 
µ1 (E) t1 2 (F)=v(ExF) te kriJgen, zodat we 2° hebben beVJezen in het 
geval dat E en F eindige maten hebben. 
Als µ1 (E) en µ 2 (F) niet beide elndig zi.Jn, :3plitsen we zo-
wel E als F als disJuncte aftelbare som van meetbare verzamelingen 
met eind1ge m:=ut: E= }:; E1 , F= I: F1 .(D:tt garit met behulp van een 
disjuncte spl1t1:; vr:ti X resp. Y tn veezamelingen uit r 1 resp. r 2 
met eindige mnten). Nu ls 
* * µ (ExF) < r,, }>µ (E.xF.) < zl. 'i:,J. v(El.x FJ.,) = 
- l J l. J , 
In het bovenstaande hebben we nog de verschillende symbolen 
f.!. en v gebruikt ~ om de ui twend ige ma ten ui t e llrn a r te houden. Nu 
stelling 1,9,5 echter bewezen is, kunnen we overal µ gebruiken. 
Schema: 
cartesisch 
product 
L 
...... 
In de volgend2 stelling zullen we maatruimten door 1cleine gr k-
se letters voorstellen, zodst de zoJuiat ingevoerde notatie zegt dat 
ax P ~ o:.p. En ult stellii1g 1.9.5 ku1inen we afleic]en: 
8 I ! Ste 11 i ng 1 . 9 . 5 . A 1 s a ~ a , p ~ p d an ax f3 ~ ex I x p ' • 
De L-uitbr•eiding vc111 a.xp hangt immt:!r:c, slechts van de L-uitbrei-
dingen van a en P af. 
Stelling 1,9.6. ZiJ a .=(X, ,r.,~.) voor 1=1,2,3 een sigmafiniete l 1 l l 
maatruimte. We tdentificeren x1 x (x2 x x3 ) met (x1 x x2 ) x x3 ., en 
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schriJven in beide 
((x1 ,xn),x~) beide 
vsllcn x,1 x X?x x.3 (cloor (x1 ,(x?,x:-)) en 
- - ~ 
C. _) 
als (x 1 ,x 2 ,x3 ) te sch i ven). Dan is dus oak 
.:::: ( CX ,1 X Cl. t) ) X a, ... , L j 
en be e lec!eri z:l.__:n tc chr1 JVen als a 1 x o. 2 x o: 3 . Als nu 
L 
-, y 
dan :ls 0ot (O'.,,an)o: 3 .. == o:,,(a,-::,.a.,) = y. I C l C: _) 
Dit doe::t irz·1en dat het er niet toe cl;,,::it in wclke volgorde we de 
opera ties 11 ca rtelnsch vermen igvuld i. , 11 8n 11 Le besgue-proc es 11 ui t-
vos n:·1 Llls vJe m8,H" w8er e digen met een Lebe:3gue-pr·oces. 
BewiJs. DEl,H' ~c 2 x cx 3 .1 a 2 ct 3, geldt Ol 2 :,< a. 3 ~a 2 o:3 J zod21t nu bliJkern:, 
stelllng -1 .9.5c:i o a 1 x (o: 2C( 3 ) ¼ y • Derhalve is 
a1 x(a2 xo: 3 )ca1x(a 2 a 3 ) c y. 
Daar het eerste lid tot L-uitbreiding y heeft, is volgens stelling 
T 1. 7 .2 het tweedc lid mc:t het ecrste equivalent. Dus a1 x (o: 2 o: 3 ) ::; Y. 
Per definitie is echter a1 (a 2 a3) de L-uitbreiding van ~1x(a 2 o: 3), 
zodat y =a:1 (a.,2a 3 ). c1czc1fde mc:rnisr toont men aan dat y =(a1o:. 2 )a3 . 
Met hLlt oog op latere toepass 0n gaan we nog vvat dieper in 
op hct prrxluc t va 11 twee ma a c ru1.mten. 
Stelling 1.9.7. Laat (X 1 r 1 ,µ 1 ) en (Y,r 2 ;µ 2 )r a-fi~ist~ mastruimten 
Z i J 'l ex·, "" J. T7 L • r L ~ • .l\. .-J ~ • ....7 . · .··,·. ,J 1:-. !- A ( z. 0 d :Cl t t l , ~ I l < ...1 L ' ,.i -~· J.)._ 'I . ? -l· Ji 2 .-; 1.l. .•·i X ~) ➔ Jl. .... .. .... '-A 
E cX x Y). Dm1 '.i.s 1 V~HJi'.' lnJrn• clke x.~ Lx r: A2 • Ii., oovcnd'.i.E.;:. µ(E)=O, 
dat: J.H 11n(E )=0 ,;uoc b1 .. 1,·u1 elke x. 
c.: X ' 
Bewijs. We ncmen cerr3t het .lc1atstget1oemdc gev:J 1, dur:; µ (E )=0. Het 
is nu v lclr')ende te lc1ten zier: t voor' n=1>2,J,,,. geldt dat 
fx I µ~(E.)> n- 11 rje maat O r1eef't. War', dnt niet het geval, dan had 
c. X 
deze verzamel g voor zekere n een positieve uitwendige maat. 
SteLling 1.9.3 z t l'";U dat µ''+(E) >O., 81:'3 µ:x• de cloor (r1 x r 2 ,. µ1 x µ 2 ) 
ge1nduccercle uitwendigc maat is. Wegen1J stelling 1.9 .6 is deze op 
A ge1iJk a:.3r 11 • \Je komcn dus in :3t ri,Jd met 11 (E )::::0. 
Z1J nu E meetbaaP, 1.L(E) willekeur·ig. VolgenEJ stelling 1.8.1 
i1:J ;:~==(lim P11 )-N, met µ(N)=O, PnE Q(r1 xr 2 ). Voor e>lke x ::\J, (Pn)x 
µ2 -meetbaar (want (P) EQ(r 2 )), zodat ook (lim P._) ::::lim (P )x n X 1 •. 1 ,X n 
µ2 -meetbaar is. BliJkens het voorafgaande heeft N b\J·na altijd de 
- X J 
maat 0, dus is bijna altiJd meetbaac. Dus Ex is bijna altiJd meet-
baa r. 
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Stelling 1.9.8. (Onderstellingen als biJ de vorige stelling). Is 
E cX x Y; E meetbaut", en zo dat µ 2 (Ex)=0 1.s voor biJna elke x EX, 
dan is ~1 (E)=O. 
Bewijs. Schr'ijf X xy = )=~ z~ AixBj (AiEr1,B/r2, ll1(Al) en µ2(BJ) 
eindig). Wanneer nu bewezen zou zijn dat elke µ(E(A.xB.))=0 is, 
l J 
vol.gt ook µ (E)=O. We mog2n ans dus beperken tot het geval dat 
E CA xB, A Er,pB Er2, µ1(A) en µ2(B) eindig. Als µ1(A) µ2(B)=O.i 
z1Jn we direct klaor. Stel dus µ 1 (A) > OJ ~L 2 (B) > 0. We passen nu 
stelling 1.9 .J toe met V=(A x B)-E. we~ vinden dat µ-i\v) ~ ab, waarin 
0•.4;:'.il< µ 1 (A)J O<b< µ 2 (B), a en b overigens willekeurig. Daar onze 
V meetbaar is, bl1 kt nu ~1(V)= 11(A x B), dus µ(E)=O, 
1.10. Orthogonale en affiene invariantie van 1-maat in Rn. De L-
ma;Jt in R1 ont::taat door het L-proces toe te passen op de semiring 
der halfopcn inte;:'vallen (a,b]s wet maat µ((a,b])=b-a (zie 1.2, 
voorbeeld 5). De L-maat in Rn ontstaat door bovengenoemde maatruim-
te ate noemen, ei1 nu a.a.a ... a (n factoren) te nernen (vgl. stel-
ling 1.9.6). Deze is dus vaort te brengen door de semiring der n-
dimensionalc:: celle:-1 a 1 <x 1 ~ b1 , ... ,an <x11 ~b 11 , met maat 
( b 1-a 1) •.. ( bn -an) , 
Een punt van R11 geven we aan met ~~n letter x (kolomvector). 
Is A een n x n matrix en a een vector, dan is x .... x ➔'·= Ax+a een a f-
fiene transformatis in R • 
n 
Stelling 1.10.1, Is E meetbaar in R, en is E* het beeld van E biJ 
11 . 
de transformatie x - Ax+a, dan is E* weer meetbaar, en µ(E*)= 
µ(E),!det A I• 
Bewijs. Voor verGchuivingen x ~ x+a is dit nagenoeg triviaal (de 
maat van een eel verandert daarbij nict, zodat da uitwendige maat 
van een wil1(::kc=::urlge vcrzameling onve::r,3 nderd bliJ.ft, en dus ook 
meetbaar weer in meetbaar overgaat). 
Vervoh,;em3 bE:scl:ouv1cn 1,ve di la ta ties x,.., ....;. n 1x 1 ,xn ....;.X 0 , ••• ,x ....;, x 
'- 1 , c:. c. n n 
(waarb1j A dus een diagonale matr,:1.x is), Is p1 > 0 dan argumenteren 
we als zoeven, alle mate,1 vJOrclen dan p 1 keer zo groot. Is p 1 < O, 
dan is enige voorzichtigheid gewenst, daar dan een eel niet in een 
eel overgaat. Gernakkel1Jk is echter in te zien dat het beeld van 
een eel C meetbac:.1r is c,1 de maat !P1 1, µ(C) heeft, vvant uit Cont-
Rtaat een eel door aftrekking en optelling van ziJvlakken, die de 
maat O hebben. Is p1=0 dan gaat Cover in een verzameling van de 
maat O (want projectie op x 1 -as heeft de maat 0). 
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Tenslotte bekiJken we afsehuivL,gen: x1 -x1+px2 , x2 --+x2 , 
x3- x3 ~ .... Een eel C gaat nu over in Gen seheef ding dat uit C 
ontstaat door er aan ~fn kant iets bij op te tellen en aan de ande-
re kant er iets van af te trekken. Deze twee stukken ontstaan uit 
elkaar door verschuiving, en hebben dus dezelfde maat. (Weliswaar 
moet even de meetbaarheid warden aangetoond van een gesloten drie-
hoek in R2 , waarvan twee zi:Jden evenwiJdig aan de assen vallen. 
Zo'n driehoek is limiet van een riJ meetbare verzamelingen: zet op 
de schuine zijde aan de buitenkant een 11 trapJ2 11 , en laat de lengte 
der treden tot nul naderen). 
Elke affiene transformatie is te kriJgen door herhaalde toe-
passing van de hierboven beschreven operaties, zodat de stelling 
bewezen is. 
Stelling 1.10.2. De maat in Rn is invariant bij orthogonale trans-
formatie, want dan is det A = + 1. 
1.11. Topologische en verzamelingstheoretisehe beschouwingen over 
de L-maat. We besehouwen de L-maat in Rn, en vanaf stelling 1.11.3 
alleen in R1 . 
Stelling 1.11.1. Aftelbare verzamelingen zijn meetbaar, met maat O. 
Bewijs. De maat van een punt is O (want een punt kan in een wille-
keurig kleine eel warden opgesloten); verder gebruiken we dat de 
maat totaal-additief is. 
Merk op dat de stelling niet in een willekeurige maatruimte 
geldt. In 1.2, voorbeeld 3 heeft elk punt de maat 1. In 1.2, voor-
beeld 5 (Stieltjes-Lebesgue) is de maat van een punt gelijk aan de 
sprang van g(x) in dat punt. 
Stelling 1.11.2. Open en gesloten verzamelingen in Rn zijn meetbaar. 
BewiJs. Wegens stelling 1.4.1 is het voldoende de open verzamelin-
gen te bekijken. 
Als a een punt in R is, en d > O, dan is de open kubus 
n 
Ka,d I xi-a1I< ½a (i=1, ... ,n) 
meetbaar, want het is de limiet van de rij eellen en, met 
C . n • 
Zij nu Veen willekeurige open verzameling. Laat w de aftel~are 
verzameling zijn der punten uit V met rationale eo~rdinaten. Bij \ 
elke aE W kiezen we een d=d(a) z6 dat K8 dcV. Nu is V de verenigin~ , 
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van aftelbaar vecl mcetbare verzamelingen, zod □ t V meetbaar is 
(stelling 1.4.5, 2°). 
De verzamcling v □ n Cantor, die we door S zullen voorstellen, is ge-
definieerd op een wiJze die herinnert aan de vcrzameling in par, 
0.1. L□□ t uit hat int8rval A1=[O,1] het open middelste derde deel 
weg, d.i. (; s ~). Hct restant v1 bestaat uit 2 gssloten interval-
l2n. Lsot nj_t cell: v:-1,1 dezc weer het op2n mic.ldel~jte ch:;rde deel weg; 
restant v2 . Enzovoort. De ri v1 ,v2 ,v3 , ... daalt monotoon; Sis ge-
definieerd al □ dE limiet van dez~ riJ. 
De getallcn uit S ziJn gcmakkelijk aan ta geven. Elke x(0~ x~1) 
kan in cen 3-adisch~ breuk warden ontwikk2ld, deze ontwikkeling is 
eenduidig alR we verbiGden dat vanaf zekere index alle cijfers 
t1.J(:E:~n z.i..Jn. Nu e:elc7t: Nodi0 en voldoende opdat x in S ligt is da t 
in de ontwikkel~ng van x g~en cnkele ~6n voorkomt, tenzij die uit-
:Jluite:mcl dooc n-ullcn worcJt gc::volgd. 
Stelling 1.11.3. R) Sis geslotcn; b) S is ntrgen □ dicht; c) 2lk 
,)1 .. mt \rrn-, S J.r, vr.::".'Clichtingspunt v2n S, d) ,S hceft de mc.:-ichtj_gheid v~Jn :1..;'t 
(:(,nt~rrnurn; :__) S is meetbEJar, met maat 0. 
Bewijs. a) Het compl8ment van Sis een vereniging van open inter-
vallen, c~ lR duG open. 
b) Dat S nergl>tEJ dicht i:,J, betel,;:ent dat elk interval een deelinte1"-
va 1 heef 'c da t gE:hee J_ tot S '=[ O, 1] -S behoort. Neem nu een open in-
terval (alb), 0< a< b< 1. Kies n z6 groat dater een geheel getal 
mis met 31\1 <m< m+1 <3 11 b. Het interval (3-n(m+ 3), 3-n(m+ ~)) zal 
dan geheel in S' liggen, wnnt van getallen in dat int0rval is het 
(n+1)-stc ciJfer eon 6~n, terwijl er niet uitsluitend nullen achter 
'3taan. 
) Z . . . 0 ' ' ' V - ,-, :Y) . ' - i .. , . , k . ' - i ' - k-1 ( ) c .,lj x E ,., ,Ja, /\,-- L, 1 a .. . j •Jf X= ~ 1 a, .3 +3 alle a 1.=0 of 2 . l l . 
In hct eec::1tt) c;c:v3l n1;;men we, x = E r1i a., .3-l J in h.et tweede k ·· 1 ., • n l 
- " 3-·J. ~ :c+,i ') 3-l I b 'd '11 i ., S Xn- '-' 1 a _1. • + 2-, 1 +,.J c.. • n el e gev a en G x E , , x . .., x. 
. ,c c.. n n 
d) We zullen S f6n6~nduidig afbeelden op het interv1l :0,11, waar-
van de clementen als oneindigc duale breuker ku0ner warden geschre-
ven. De a fbre kencje brcuicen ui t S vcit~mc:\' ,.:en a f t2 lba re ve rzame ling, 
evenalr:3 de afbrdrnnde cJuaalbreuken, Deze lcunnen we dw3 1-1 op el-
kaar afbeelden. De resterende gctallen van S kunn2n we 1-1 afbeelden 
op de restcrcndc duaalbreuken, door in de 3-adische voorstelling 
van een getal V8n S allc twee~n door enen te vervangen en het resul-
taat weer als een 2-adische breuk tc 
e) Het complement van S t.o.v. [0,1] 
.:t- ••• =1, \, zodt;1 t µ (:;)==O. 
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lczc:n, 
11eeft d t 1+2 (1)2~22 11)3, 
_ e ma a 3" • j , . t"J, -
Stelling 1.11.4. De klasse Ader meetbare verzameliDgcn is gelijk-
machtig met de kla □ s8 Q van alle deelverzamelingen van R1 . 
BewiJs. Daar de S van Cantor 1-1 op het continuum 13 af te beeldenJ 
kunnen we de deelverzamelingen van S 1-1 op Q afbeelden. Elk deel 
van S heeft de maat O en is dus meetbaar. Q is dus geliJkmachtig 
met een dcel van A . 0mgi2keerd is A gelijkmachtig met een deel van 
Q (want A c Q ) , dus volgens een stelling van Bernstein ziJn A en 
Q gelijkmachtig. 
Stelling 1.11.5. Er bestaan onmeetbare verzamelingen. 
Bewijs. (Maatt gc.:bruik van hct z.g. keuzeaxioma). ZiJ R de additie-• 
ve groep der re~lc getallen, en Rr de ondergroep der rationale, Uit 
elke restklasse van R mod R kiezen we een rapresentant; we kiezen 
r 
dez2 steeds in (0,1). ZiJ V de verzameling dezer representanten. 
Met V(a) bedoclen we de over 2en afstand a verschoven V: 
V ( a ) = f x I x-a E V} ; v e rd er 3 t e 1 t r 1 , r 2 , . . . e en a ft e 11 in g van de 
rationale getallen in (-1,1) voor. 
We zull':/7 lx-;w:LJZ'2n cfaL V onmE,etbriar is. 0nderstel dat V meet-• 
baar is. We beschnuwe;1 
Dit is ee!l disJunct~ s:xn, want sls a e:V(r1 ), a EV(r·2 ), d,:n1 J.iggcn 
a-r·1 f::i'' :1-r2 "oc-ci.c'1e in V, wat niE:t lrn,: omdat ze congruent ziJn mod Rr 
en w2 van 0lka rentklasse s]cchts 8Cn r2presentant gekozen hebben. 
VerrJ1:; 1'.' is ,::Hee V(r·.) meetb21cr (st2J.l:i_ng 1,10.1), du1.:: W ook. rren-• 
l 
slotte is (0,1)c W c(-1,2), 
Want als XE (0,1) dan is E:r een VEV met v:::x (mod R ). Dac:ir 0<v<'1, 
r 
voldoet x-v=r aan -1<r<1, dus r is aen r 1 . Deshalve XEV(r1 ). Ander-
zijds is elk getal w van W van de vorm v+rj, met 0<v<1, -1<rj<1, dus 
-1<w <2. 
We hebben dus 1 ~ µ(W) S 3. Dit gee ft een tegenspraal{ 1 daar 
µ(W)= µ(V)+ µ(V)+ ... , waar of 0 of oo uitkomt. 
Stelling 1.11.6. Elke Jordan-meetbare verzameling is mcetbaar, en 
daarvoor is de Jordan-maat geliJk aan de Lebesgue-moat. 
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Bewijs. D;:it E Jorclc1;-,-meetbaar is bcte1{s;nt dat er een c.:indig getal 
µ ( E) i 0 z6 dat bi. .. J elkt~ n > O een U en een V te vinden ziJn met J 0 ' n n 
Unc Ee V 
n ~J(E)- ~<µ(Un)~ µJ(E) ~ µ(Vn) < µJ(E) + ~ , 
terwi.Jl zowE::l U a].,c, V verenirrlngen v::rn cindig v1_:;l<:~ cellen ZiJn. 
- n n L 
Nu ziJn U=lim surJ U ::11 V=lim inf V beidc meetbar.::r, en UcE cV, 
t ri n 
µ(V) <_ lim inf µ(V )=µ 3 (E) (stelling 1.5.3), en µ(U) > 1im sup µ(U) n - n 
(stelling 1.5.4; all0 Un's liggen in v1 , en v1 heeft cindige maat). 
Dus µ(U)= µ(V)=µ 3 (E), zodat µ(V-U)~o. Nu is ook E-U meetbaar, m0t 
ma3t 0, dus E is meetbcJDr, en 11(E)=p.T(E). 
u 
De verzamelingen van de mnat nul ziJn 11 mastthcor0:ti:Jcll dun' 1 • 
We noemun de klasse van deze verzamelingen even A . ~e ~ennen ook 
m 
de klasse dE:r "verzrnnelingDtheoretisch dunrn.: 11 verzamelingcm l:!.v, 
bestaande uit de verzamelingen waarvan de machtigheid kleiner is 
dan die van hct continuum. Tenslotte kennen we de klasse ~t der 
11 topologisch dunnc' 1 verzomelingen, nl. de nergens dichte. Er ziJn 
vele analogie~n tussen deze drie klassen, bijv. 
Stelling 1.11.7. De vereniging van aftelbaar vele verzamelingen uit 
de lcla sse l ka n nooi t cen interva 1 vo lled ig bede kken. Deze lfde be-m 
we ring ge ldt voor t::, v 2 en ook voor b. t. 
Bewij s • Voor 6 m en 6 v J.s de bewc ring nagenoeg t riv ic1 al. We bepe r-
ken ons dus tot lt. Een vereniging VGn aftelbaar vele nergens dich-
te verzamelingen huet cen verzamcling van de eerste categorie, en 
het c omplE:mE.mt van oen ver'zame ling van cle 1 e ca tegorie hee t een ve r-
zameling van de twced0 categoric. We bewiJzen nu: ~en verzameling 
van de tweede cat orio is overal dicht en heeft zelfs met elk 
interval een doorsnedc die de machtighcid van het continuum bezit. 
Zij I een open intervalJ en laat V0 (n=1J2, .•. ) nergens dicht 
ZiJn. Kies in I twee disJunctc open deel1ntervallen r0 en r1 die 
niets met v1 gemeen hebben. Kies in 1 0 twee disJuncte open deelin 
tervallen I en I~ die niets met V0 gemaen hebben en evenzo I. 00 0 I c. J 1 I() 
en r11 in I 1 . Zo gaan we door. Bij elke keuzeriJ van nullen en ~nen, 
bijv. 0100110 ... J beschouwcn we de riJ intervallen waarvan de indices 
met beginstul{ken van de keuzerij overeenstemmen. In het voorbeeld: 
LE 36 
Volgens de stP.lling over intervallennesten is er nu een nestgetal 
dat tot elk interval van de riJ, dus tot geen enkele v1 behoort. 
Gemal-ckeliJk is in te zien dat verschillende keuzeriJen verschillen-
de nestgetallen opleveren. Dus I- ~v1 bevat minstens evenveel ge-
tallen als er keuzeriJen ziJn. 
Hoewel 6 J b. en 6t analoog ziJn, is er toch geen sterk ver-
m V 
band tusseu. Een verzameling van de maat O kan best overal dicht 
ZiJn (biJv. de verzameling der rationale getallen), en een nergens 
dichte verzameli~g kan best meetbaar zijn met positieve maat (zie 
de verzameling in 0.1). Verzamelingen van de maat O zowel als ner-
gens dichte kunnen de machtigheid van het continuum hebben (stel-
ling 1.11.3). 
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2. Integratie. 
We zullen ons hoofdzakeliJk bezighouden met integratie van func-
ties gedefinieerd op een a-finiete maatruimte X, met waarden in een 
Banachruimte B. Dit laatste is op zichzelf niet erg belangriJk. Het 
is hier gedaan om de volgende redenen: 1°. om zekere (op Banachruim-
ten toepasbare) methoden te scheiden van methoden die met cartesi-
sche productmaat opereren, 2°. om oefening te geven met het zo be-
langrijke begrip Banachruimte. 
Wat 1° betreft, geldt het nadeel dat we daardoor verschillende 
dingen dubbel moeten doen. 
2.1. Banachruimte. 
Definitie 2.1.1. Een ruimte R heet een complexe vectorruimte als er 
een optelling gedefinieerd is zowel als een scalaire vermenigvuldi-
ging van vectoren met complexe getallen, terwijl 
1° R is een abelse groep t.o.v. de optelling 
2° Als CJ., 13 complexe getallen zijn, en x E R, y ER, dan 
is a: ( x+y) = a. x + ct y 
(a.+!3) X =CI.X +~X 
e1.(13 x) = (a~) x, 
(dus O.x = 0). 
1.X = X • 
Definitie 2.1.2. R heet een re~le vectorruimte als voldaan is aan 
dezelfde eisen als in def.2.1.1, doch met overal 11 reeel" i.p.v. 
11 complex 11 • 
Definitie 2.1,3. Een reele of complexe vectorruimte R heet genor-
meerd als er bij elke xE Reen eindig niet-negatief getal !!xii is 
gedefinieerd, z6 dat 
'10 I I X II = 0 <=> X = 0 
2° II a xii = I al • II x I[ 
en alle XE R). 
3° II x + Y!l .s. tlxll + IIY II 
( voor a lle x E R) 
(voor alle reele resp. complexe c 
voor a lle x E R, y E R. 
We concluderen dat II x-z II .s. II x-yll + IIY-Z II (driehoeksongelijk-
heid) en dat 111 x II - IIY II I .s. II x-y II . We merken op dat R een metrische 
ruimte wordt, door als afstand van twee punten x en y de norm llx-YII 
te nemen. 
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Definitie 2.1.4. Een genormeerde complexe (resp. reele) vectorruimte 
B heet een Banachruimte (resp. reele Banachruimte) als B volledig 
is t.o,v. de norm. Dat wil zeggen: als x1 ,x2 ,x3 , ..• een riJ is 
(x 1 EB), z6 dater bi;j elke c) 0 ee;1 index N is met llx11 -xm11 < e:. 
voor alle n> N, rr. > N, dan is er een x EB z6 dat II x-xnll .... 0 als 
n .... oo • Met ander·e woorderi: elke fundamentaalrij is convergent. 
Voorbeelden. 1°. B = 
2°. B = 
B0 , d.i. het complexe vlak, metl!x!I =Ix!. 
R, d.i. de complexe n-dimensionale vector-
n n 2 1.. 
ruimte. Als norm van X=(x 1 , .. . ,xn) kunnen we nemen !Ix!!=( 22 1 !x 1 ! )2 ,, 
doch oak II xii = max1 ! x1 I j_s een geschikte norm. 
3°. B = vcrzameling der continue functics op ~,1] , 
met de triviale definities voor som en scalair product, en met norm 
II f II = max I f ( t ) I . 
0.5.t.5.1 
Als II fn-fmll .... 0 (n .... oo , m .... oo ) , dan is voor elke t de rij 
r1 (t),f2(t), ... convergent. Nocm de limiet f(t). Uit llfn(t)-fm(t) I I<.: 
(n > N, rn >N) volgt nu dat llfn(t)-f(t) II .5_c, want l!fn(t)-f(t)II < 
e+ Jlfm(t)-f(t)\I als m groot genoeg it,, (:;D het laatste stuk goat 
naar O als m -=. Dus is ook l!fn-fil .... O, d.w.z. fn convergeert 
uniform naar f. Dus ook f is continu, zodat f e B. 
4°. B = verzameling der begrensde functies op [0,1], 
met II f !I = sup I f ( t) I . 
0< t < 1 
5°. (later te bespreken): de verzameling van alle op 
een maatruimte L 0 -int8greerbare functies. 
6°. (later te bespreken): de Hilbertruimte. 
Definitie 2.1.5. Is Been BanachruimteJ x EB (n=1,2, ... ), x EB en 
n 
!lxn-xll _. O., dan zeggen we dat x 4 x, of dat lim x =X. De rij n n__.oo n 
{ xn} heet conve1"gent als er een x bestaatnmet xn_. x. 
We zeggen dat E~ xk=x als JJ~ ~1 xk=x. 
In de volgende stellingen gaat het steeds over elementen van 
een Banach-ruimte. 
Stelling 2.1.1. Een convergente riJ heeft slechts een limiet. 
Bewijs. Stel xn .... x en xn _. y. Dan is II xn-x !I -+ O, llxn-Y II .... o, dus 
l!x-y II ..... o., dus II x-y II =0, dus X=Y. 
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Stelling 2.1.2. Is x 11 EB (n=1,2,.,.), 2::~ jlxk:I < oo, dc:rn convergeert 
z:;' xk' terwiJl II I:~ xk II ;;;. I:~ II xk II . BiJ anderc rangschlkking van 
de termen convergeert de reeks ook, en behoudt dezelfde som. 
B . - D t d II ,n+p II / n+p II II ic< { ,,n l , fun-ewiJs. aa r s ee s z r: xk ~ r, 11 1 ¾ , 0 ,. 1 xk l een 
damentaalriJ, dus convergent. Noem de limiet s. 
ZiJ vervolgens Y:~ yk een reeks die uit I:~ xk ontstaat door 
wijziging van de rang13chikking. Daar I:; !IYkll = E~ llxkll < 00 , is 
ook E~ yk convergent. Kies nu een s > O. Neem daarbij N zo groat 
dat E;+111xJl<-}s en !Is- i:~ xkll<-1-s. Kies M zo groot dat x1 , ••• ,xN 
onder y1 , ... ,yM voorkomen, en kies K zo groat dat y1 , ... ,yM onder 
x1 , ..• ,xK voorkomcn. Dan is 
11 I: ~ Y k - I:~ xk 11 i I:~ +,,I I xk II < ½ 8 , 
du s II E ~ y lC s 11 < s . Hie ru it v o 1 gt cl a t E ~ y k o o k n a a r s c on v e r' -
geert. Verder· is·llslli II~~ x1cll +~s, dus l!sl! i z:~llxkll +-}s; we-
gens de wille:l<:eur van sis dus !Isl! i. E~!lx1cll. 
Stelling 2.1.J. Is xijE B (i,j:=1,2, ... ), 1::=1 1:,;:1 !lxijll < 00 , 
dan zijn de reelrnen I:° ,1 >.~':' ,1 x,. en 1:':' ,1 z:CX: 1 x 1 , gelijk, en l=1 -J=1 lJ J=1 l= J 
hebben dezelfde som. 
Bewijs. Gehecl als bij de overeenkomstige stelling voor absoluut 
convergente dubbelreeksen met refile termen. 
Stelling 2.1.4.!lx!I is een continue functic van x (bij de topologie 
die voortvloeit uit de metriek, waarbiJ llx-yll als afstand van x en 
y wordt aangenomen). Ook is II x-y II een continue func tie van x en y. 
Bew i j s . A 1 s 11 x-x O II < c , d an 111 x I I - l l x O : I I < s . 
Als !lx-x0 II < ½e , IIY-Y 0 1I <-}c ; dan ! [Ix-YI! - !(x0 -y 0 Jt I <e. 
Definitie 2.1.6.(vgl. def.1.8.2). De Banachruimte B heet separabel 
als er een rij x1 ,x2 , ... is die overal dicht ligt in B, d.w.z. dat 
er bij elke e: > 0 en elke x EB een n bestaat met II x -xii < e: • 
n ' 
Voorbeeld van een inseparabele Banachruimte: Zij Seen niet-aftel-
bare verzameling. Is f een op S gedefinieerde functie met complexe 
waarden, die hoogstens aftelbaar vaak fo isj dan zullen we s~sl f(s~ 
definieren als de som die ontstaat door alle nullen weg te schrappen. 
Onder B verstaan we de collectie van alle dergelijke functies, voor 
zover 8~ 3 If( s )I < 00 is. Som en sea lair product word en op de trivia le 
wijze gedefiniee rd 3 terwij 1 II tj! = 8 ~ SI f ( s )I wordt gen omen. Da t B 
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volledig is t.o.v. deze norm, bliJkt als volgt. Zij (fn} een funda-
mentaalrij. Zij ~ het deel van S waarop alle fn nul zijn. Dan is 
S-S1=S 0 dus aftalbaar. Voor elke seS 0 is I fn(s)] een fundamentaal-
rij var: complexe getallen, daar I fn(:',)-fm(s) I S.:!!fn-fm II . Voor elke 
seS 0 bestaat dus lim fn(s). Noem die f(s), en definieer f=O op s1 . 
Zij e > O, en N z6 dat !lfn-fmll <e als n > N, m> N. Voor elk eindig 
deel 3 8 van S0 geldt dan "'~SI fn(s)-fm(s)!< e, dus s~S jfn(s)-f(s)l~e:. 
0 e e 
Derhalve is s~S I fn(s)-f(s) IS. e: voor alle n> N, en N hangt niet van 
S0 af. Bijgevol~ is l!f!I < oo, dus f E B, en II f-fnll -+ O. 
Tenslotte laten we zien dat B inseparabel is. Neem aan dat 
r1,r2 , .•. een rij is die overal dicht ligt in B. Er is dan een over-
aftelbaar deel van S waarop alle f nul ziJn. Kies daarin een punt 
n 
s 0 , en laat g de karakterictieke functie van {s 0 } ziJn (dus g(s 0 )=1, 
g(s)=O als sis 0 ). KenneliJk is nu 1/g-fnll = 1+ II fn II 2.1. Kiezen we nu 
e: <1 en X=g, dan zien we dat aan de eis van def.2.1.6 niet is vol-
daan. 
In de volgende paragrafen gaat het steeds over een (complexe) 
Banachruimte. Steeds is zonder enige moeite in te zien dat alles 
ook voor reele Banachruimten geldig is te maken, mits men de voor 
dE.c hcrnd liggende verandering aanbrengt dat men overa 1 "complex ge-
tal" door 11 reeel getal 11 vervangt. 
2.2. Trapfuncties. ZiJ (X, r, µ) E;-en cr-finiete maatruimte (door-
gaans gemakshalvc tot X afgekort) en Been BanachruimtE:. 
Definitie 2.2.1. Is S cX, dan is Xc- de karakteristieke functie van 
0 
S, d.i. de op X gedefinieerde functie die =1 is op Sen =0 op X-S. 
Definitie 2.2.2. Een trapfunctie is cen afbcelding t van X in B die 
hoogstcns aftelbaar vule waarden b1 ,b2 , ... aanneemt, terwiJl voor 
elk dezcr waarden de verzameling f x I t(x)=b 1 J rneetbaar is. De col-
lectie van alle trapfuncties heet T. 
Met andere woorden t(x)= 22; bi XE (x), met b1EB, terwijl 
X= ;::~ E1 een disjuncte splitsing van Xiin meetbare delen is. 
Definitie 2.2.3. Een 11 speciale trapfunctielf is een functie van de 
gedaante s ( x )= ;:: ~=1 b1 X A ( x), waa rbij n eindig is, bi EB, A1 er, 
. µ(A 1 )<oo (i=1, .•. ,n). De ~ollectie van alle speciale trapfuncties 
heet T~ 
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Opmerking 1. Een speciale trapfunctie is ook een trapfunctie (zie 
st.2.2.3). 
Opmerking 2. De speciale trapfuncties vormen een lineaire ruimte, wa11t 
een. speciale trapfunctie van n termen plus een speciale trapfunc-
tie van m termen levert een speci.ale trapfunctie van n+m termen op 
(dat doorsnede, som of verschil van elementen van r niet altijd als 
som van eindig vele elementen van r kunnen warden geschreven, is 
dus geen bezwaar). 
Definitie 2.2.4. Zij f een afbeelding van X in B, dan is cp(f) ge-
definieerd door 
cp(f) = inf { E~ µ(E 1 )x~u~. llf(x)ll j l:~ Ei = X, E1 1 s meetbaar l , 
1 
zoda t O i c;, ( f) i oo • 
00 00 Stelling 2.2.1. Is tET, t = E1 bi XE.' X= E1 E1 disjunct, dan is 
cp ( t ) = E~ ~ ( E i) . !! bi! I . l. 
Bewijs. We hebben cp( t) i_ E ~ µ(E 1 ). llb1 II , omdat het rechterlid een 
der getallen is waarover in de definitie van cp(t) het inf wordt ge-
nomen. 
Is verder X= E F, 
l. (F1 1 s meetbaar), dan is 
r.~ 1.t ( F 1 ) sup I I t ( x) l I 
- xE F. 
l 
= Ee'.° 1 r.."":,, µ(F1E .) sup llt(x)JI _> l= J= I J XE F 
i 
2. E i E j µ( F 1E j ) sup !!t(x),11 = Ej E 1 µ(F 1Ej) llbj II 2. 
XE F E i j 
Stelling 2.2.2. 1°. cp(f+g)i ~(f) + ~(g). 
2°. Zijn ~(f) en ~(g) eindig, dan is 
! qi ( r) - qi ( g) I -~ er ( r-g) • 
3°. 9 (.a.±') = I o:! 'P(f) als a een complex getal is. 
4°. cp(Jlrll) = 'P(r). 
5°. Als f(x)=O (p.p.), dan ~(f)=O. 
6°. Als llr(x)II i llg(x)II (p.p.), dan is <p(f)i <p(g)_. 
Bewijs: 1°. Uit sup 11 f+g II i_ sup II f II + sup II g Iii sup II f II +sup II g II . 
E jF j E jF j E1F j E1 F j 
2°. cp(f) ic;,(g) +q,(f-g) en qi(g)i cp(f) +q,(g-f). 
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3°. Uit sup l!c(f(x)II = l o:i sup l!f(x)JI. 
40_ 
so. 
60. 
Ind~ definitie van ~(f) komt slechts de norm van f voor. 
Neem Ef=tx I f(x)=O}, E~~=fx I f(x)/o}, E3=EL~=· • • =0. 
We hebben II f(x) II _s;_jjg(x)ji + !I n(x)I! , met n(x)=O (p.p.). 
Dus Ci) ( f ) < 9 ( g ) + 9 ( n ) = cp ( g ) . 
Stelling 2.2.3. Is b. EB, A.Er; 1 .(A.) <co (i=1, ... ,n), dan bestaan l l l -
er disjuncte verzamelingen E1 , ..• ,Em (Eje A) en elementen c 1 , •.. ,cm 
van B z6 dat 
(x e x), 
en dan is 
Bewijs. Er is een stel disjuncte meetbare verzamelingen E1, •.• ,Em 
z6 dat elke A1 de vereniging van een aantal Ej's is: Ai= Ej Pij Ej 
(P1.· J.=0 of 1). Nu is E ~ b1. XA (x) = I: 1J'1_,,, X-,i' (x) • Ln __ 1 JJ .• b .• 
I i , - I -'-'j l-- lJ l 
E i bi µ ( Ai ) = ;:; i 2: j bi pi j f.t ( E j ) = E j µ ( E j ) L.'. i bi Pi j 
Definitie 2,2.5. Is s e 1r ➔:-, s(x) = E ~ bi xA/x)., dan definieren we 
het element L(s) van B door 
L ( s ) = E ~ b i [l ( Ai ) • 
(L(s) is onafhankelijk van de speciale wijze van voorstellen vans 
met A1 1 s en bi's; dit blijkt door st.2.2,3 op het verschil van twee 
dergelijke voorstellingen toe te pas sen. ) 
Stelling 2.2.4. Lis lineair op T*: 
als 
L(as) = aL(s) als o: een complex getal is, en sEr:f. 
Bewijs. De eerste regel blijkt door zowel s 1 als s 2 als lineaire 
combinatie c1 en c2 van m resp. n karakteristieke functies te 
schrijven, en dan s 1+s 2 als lineaire combinatie van m+n karakteris-
tieke functies. De tweede regel is nog trivialer, 
Stelling 2.2.5. AJ.s sET•x-, dan is IIL(s)llicp(s). 
Bewijs. sis te schrijven als E~ cj XE (E . 1 s disjunct, zie st. 
j J 
I 
2.2.3)., en L(s)= r,~ cj µ(Ej). Dus l[L(s)lli E~ jfcjll p.(Ej). Pas nu 
st.2.2.1 toe. 
LE 43 
➔r St1;:lling 2. 2 .6. Als s ET , dan is ook II s II (gedefinieerd door 
11s11 (x) = 11s(x)II ) een trapfunctie, en L(lls!I) = cp(s). 
B . . ;~m b ewi J s. s = ~ 1 i x E. , 
m l 
11 s II = E 1 I I c jJ I X E " • 
l 
met disjuncts en meetbare E1 1 s. Dus 
Blijkens st.2.2.1 en st.2.2.3 zijn nu rp(s) en L(llsil) beide gelijK 
aan ~~ II c 111 µ(E1 ). 
2.3. Meetbare functiec:; X ->B. Zij weer X een a-finiete maatruimte 
en Been Banachruimte. De collectie van alle afbeeldingen van X in 
B stellen we door BX voor. 
Definitie 2.3.1. f E BX heet meetbaar als er een rij trapfuncties 
t 1 ,t 2 , ... is zo dat voor bijna elke x geldt tn(x) - f(x)(n-oo ). 
In het bijzonder is elke trapfunctie meetbaar, evenals elke 
functie die bijna overal nul is. 
Stelling 2.3.1. Zijn fen g meetbaar en z1Jn ex. en ~ complexe con-
stanten, dan zijn ex. f + pg en II f II meetbaa r. 
Bewijs. t; - f(p.p.), t~....,, g(p.p.), dan at~+ pt~ -4 o:f+ pg (p.p.)_. 
en I I tn II ....,, 11 f II ( p. p. ) . 
Stelling 2. 3. 2. Nodig en vold oende opda t f E BX meet baa r is., is d8 t 
er bij elke s ~ O een trapfunctie t is met llr(x)-t(x)ll < c (p.p.). 
Bewijs. Nodig, Zij tn -, f(p.p.), en s > O. Definieer Ek door 
Ek= [ x I lltn(x) - \n(x) II < s (n 2_k, ml k) J • 
Voor elke n en mis de verzameling waarop l!tn(x)-tm(x) 11 <c, 
meetbaar (want tn-tm is een trapfunctie). Dus Ek is (als doorsnede 
van aftelbaar veel van zulke verzamelingen) ook meetbaar. Bijna 
elke xe X ligt in een Ek. Definieer nu t(x) door 
Afgezien van X- Z~ Ek (die de maat nul heeft) is nu overal 
l!t(x)-f(x) II i.e . 
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Voldoende. Neem achtereenvolgens C = -1 -2 2 , 2 , ••• en construeer daar-
bi j resp • t 1 , t 2 , . . . . 
st e 11 i ng 2 . 3 . 3 . Is f E Bx, 
baar, en is fn(x) ➔ f(x) 
X X f 1 E B , f 2 E B , ..• , z i j n f 1 , f 2 ., • . • meet -
(p,p.), dan is f(x) meetbaar. 
Bewijs. Neem voor elke k de trapfunctie tk z6 dat 
llfk(x)-tk(x)\I < 2-k (p.p.). Dan is ook tk(x) ➔ r(x) (p.p.), dus f 
1s meetbaar (def.2.3.1). 
Stelling 2. 3. 4. Zij B sepa ra bel, en f E BX. Dan is de volgende voor-
waa rde nodig en voldoende voor de meetbaarheid van f: Bij elke e: >O 
en elke b EB is de verzameling 
E(b,e:) = l x I x EX, II f(x) - b II < e: J 
een meetbaar deel van X. 
Gevolg: Is B separabel, dan is nodig en voldoende voor meetbaar-
heid van f dat voor elk open deel V van B geldt dat { x I f(x) EV } 
meetbaar is. 
Bewijs. 1°. Nodig. Zij f meetbaar. Bij elke n kiezen we een trap-
functie tn z6 dat overal II f(x)-tn(x)I! < n- 1 • De punten van X die hier 
niet voor alle n aan voldoen vormen een verzameling van de maat O, 
die we rustig uit X weg kunnen laten. Zij En de verzameling 
En= {x 111 tn(x)-bll <c - ~} 
Dan is En meetbaar, want het is de vereniging van een aantal der 
aftelbaar vele meetbare verzamelingen waarop tn constant is. Verder 
is lim inf En= E(b,e), zodat E(b,E) meetbaar is. 
2°. Voldoende. Zij E(b,E) meetbaar voor alle bE Ben alle 
~-> O. We kiezen een e:. Zij {b,1'b2,b3 , •.. 1 ee~ aftelbare verzame-
ling die overal dicht ligt in B. Kort af: E(bk,e:) = Ek. Dan zijn 
E1,E2, ... meetbaar, en samen overdekken ze X (want als XE X, dan is 
er een index n z6 dat II f(x)-bnl\<e:). Definieer t(x)=b 1 als XE E1, 
t ( x ) = b 2 a 1 s x E E 2 -E 1 , t ( x ) = b J a 1 s x E E J -E 'l -E 2 , en z • Vo or e 1 ke x is 
er nu een n met x E En en t(x)=bn' dus llr(x)-t(x)II < e:. 
Opmerking. De stelling blijft juist als < e wordt vervangen door < e, 
want lim E(b., e.+n-1 ) = E*(b,e) = {xix EX, !lf(x)-blli e }., en 
n-+oo 
1 im t'( b , e -n - '1 ) = E ( b ., e ) • 
~00 
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Stelling 2.3.5. Zij fE Bx. Dan is de volgende voorwaarde nodig en 
voldoende voor de meetbaarheid van f: Bij elke £: > 0 is er een trap-
functie t met ~(f-t) < c. (Dit criterium herinnert aan de defini-
tie van de Riemann-integraal). 
Bewijs. 1°. Nodig. Zij X= I:~ E1 (disjuncte som) met µ(E 1 )< oo • 
Zij X· de karakteristieke functie van E .• Kies c > O. Kiest. z6 
l '] . l l 
dat supx /lf-t 1 !l < ( 1+ µ(E 1 ) )- 2-ie . (De uitzonderingsverzameling 
heeft maat Oen speelt geen rol). Nu is t= 1:_:t. x. weer een trap-
1 l. l 
functie, en t(x)=t 1 (x) als XE E1 . Dus 
L 00 µ.(E.) sup l!f-t//< I: 001 2-\: 
'1 l XEE. 
1 
- ,.. 
- C, • 
Het linkerlid is een der getallen uit de verzameling waarvan 
cp(f-t) het infimum is. 
2°. Voldoende. Nu is er bij elko i (± = 1, 2, •.•• ) ..:.. 
een t 1 met cp ( f-t 1 ) < 2- 21 , en bijgevolg is er een disjunc te verde-
oo ling X= z1 En z6 dat 
z~ µ(En) sup /lf(x) - t 1 (x)1!<2- 21 . 
XEE 
n 
Hieruit volgt dat overal !lf-t.l~< 2-1 , 
van een meetbare ve~zameling ~ i) met 
p(i)=E(i)+E(i+'l)+ .. ., dan is µ(F(i)) 
hoogstens met uitzondering 
-i 
maa t < 2 • Noem 
<2 1- 1 , dus F(i)-+ N, µ(N)==O. 
Op X-N geldt nu dat t 1 (x) ~ f(x). 
Stelling 2.3,6. Laat B1 .,B2 .,B3 separabele Banachruimten zijn. 
La at cp : ( a , b) - F (a., b) E B3 
X X 
een continue afbeelding van B1 x B2 in B3 zijn. Is nu f E B1 , g E B2 , 
en is F(f(x)i. g(x) )=h(x) (dus h EB~). Zijn dan f en g meetbaar, dan 
is h meetbaar. 
Bewijs. Volgt gemakkelijk uit het gevolg van st.2.J.4. 
E Definitie 2.3 .2. Zij f EB , E cX en E meetbaar. Dan heet f meetbaar 
op E als XE.f meetbaar is (met- XE(x)f(x) wordt O bedoeld als x IE). 
Stelling 2.J.7. Is f meetbaar, Ee X, E meetbaar, dan is f meetbaar 
op E. 
Bewijs. Uit def.2.3.1: Is tn(x)-+f(x) (p.p.)., dan ook 
XE(x)tn(x)-+ XE(x)f(x) (p.p.). 
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Ter voorbereiding van de stelling van Egoroff bespreken we een 
maattheoretische hulpstelling. 
Stelling 2.3 ,8. Zij (X, A, 11) een o-finiete maatruimte.,, en laat 
EE A, Ai. E A (i,j=1,2, ..• ). Voor elke j is gegeven dat 
A .c A0 jcJ ... , lim A1 .=E-Nj, met µ(Nj)=O. Dan is er een rij 1J ,:;. "-+oo J • 
E1 cE2 cE3 c •.. ., Jiet E E 11. (n=1,2, •.. ), lim En=E-N, µ(N)=O., 
n . . n-+oo • " 
terwijl er bij elke n en elke J een index q,n(J) is te bepalen., 
z6 dat E c A. , voor i .?.. cpn( j). 
n lJ 
Bewijs. We nemen eerst aan dat µ(E) < oo. Voor elke j is dan 
µ (E-A .. ) -+ O (i -HX), j vast). lJ 
) ( ) -n-j ( . ) Kies nu q,n(j zo dat µ E-A ( ·) . < 2 n,J=1.,2.,... • 
9n ,J ; J 
Bij vaste n heeft de vereniging van alle E-A ( ·) , een maat 
n 9n J ,J 
< 2- • Is nu E de doorsnede van alle A ( ·) J' 1 s, dan is ook 
-n n 9 J , 
11 (E-E )< 2 .. We kunnen er bij de keuze Van ~ (j) gemakkelijk n - n 
voor zorgen dat ~n(j) een stijgende functie van n wordt. Dan 
blijkt dat E1c E2 c ... , µ(E-En) _,, 0., dus µ(E-lim En)=O., q.e .d. 
Zij vervolgens µ(E )= oo • Daa r X cr -finiet is, hebben we 
E= ~~ E(k), E(k),s disjunct, elk met eindige maat. Bij elke k 
passen we nu het voorafgaande toe op Ai~) 1 s, gedefinieerd als 
Af1)= E(k)A1 .. We vinden zo een stel E~k)cE1k)c •.. , met 
E~k) _E(k)_N(k), µ (N(k))=O, terwijl bij vaste n, j en k geldt dat 
E ( k ) c A1 ( ~ ) v o or a 11 e v o 1 d o end gr o t e w a a rd en van i" n J • 
Neem nu F(n)=E( 1 )+ E( 2 ) + + E(n) Dan F( 1 ) cF1( 2 )c en k n n-1 ... 1 · - •.. , 
F( n) c Ek~ 1 Al j) voor a lle vold oend grate waa rden van i. Dus 
F (n) ~· 00 A(k) A ld d t d d' c "' k= 1 ij = ij voor vo oen · geo e waa r en van i. Boven ien 
is, als n -+co_, 
F(n)-,, lim E~ 1 ) + lim E~ 2 )+ ... = (E( 1 )-N( 1 ))+ •.• =E- E~N(n). 
Daar elke N(n) de maat O heeft, heeft ook E N(n) de maat nul. 
Stelling 2.3.9. (Stelling van EgoPoff). Zij EcX, E meetbaar. Laat 
f,f 1 ,f2 , ... elementen van BX zijn, en r 1 ,r2 ,r3 , •.. alle meetbaar op 
E. Neem aan dat voor bijna x EE geldt 
zodat ook f meetbaar is (st.2,3.3). Dan is er een stijgende rij 
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meetba re ver·zame lingen E1 c E2 c ... met lim En=E-N, µ ( N )=0, 
terwijl vooe elke n ge1dt D ➔ oo 
11 f.(x) ➔ f(x) 
l 
uniform op E 11 n • 
Bewijs. ZiJ A .. de verzame1ing van alle x EE waarvoor geldt lJ 
p > i, q > i -~ llfp(x) - fq(x)II < 2-j. 
Dan is A .. meetbaar, als doorsnede van aftelbaar vele meetbare lJ 
verzamelingen (st.2.3.4; bij het "nodig" is claar de sepaeabiliteit 
van B niet gebeuikt). Duiclelijk is dat A1 j c A2 j c ... , en dat 
lim A .. bijno de gehele E is. Neem nu E,1 _,E 0 , ••• overeenkomstig i ➔ oo J. ,J I t_ 
st.2.J.8. Zij n een natuurlijk getal. Vooe elke xe E geldt nu, 
. n 
daar En1c A9 ( ') ., dat !If (x)-f (x)II < 2-J voor alle pen q die n J ,J p q 
grater zijn dan ~n(j). Daar 9n(j) onafhankelijk van xis, be-
sluiten we tot uniforme convergentie op En' 
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2.4 Sommeerbare functies X ➔ B. 
Definitie 2.4.1. Als f meetbaar is en cp(f) < oo (zie def.2.2.4), 
dan heet f sommeerbaar. 
Stelling 2.4.1. Als fen g sommeerbaar zijn, en oc en~ complexe 
constanten, dan ziJn a.f+ ~g en !lr!i sommeerbaar. 
BewiJs: Stelling 2.3.1 en stelling 2.2.2. 
Stelling 2.4.2. Nodig en voldoende opdat een meetbare functie 
f sommeerbaar is, is dat er biJ elke e > 0 een speciale trap-
functie s bestaat z6 dat cp(f-s) < e. 
Bewijs. 1°. Nadig. Daar f meetbaar 1s, is 
t met cp ( f - t ) < ½ e ( s t e 11 in g 2 . 3 . 5 ) . D a a r 
nu oak cp(t) eindig. 
er een trapfunctie 
cp(f) eindig is, is 
Zij t= I,001 b 1. XE (E. 1 s disJunct). Daar 'i lib. llµ(E 1 ) < oo 
'i l ln (st.2.2.1), kunnen wen z6 b2palen dat t == :z:: 1 b.XE voldoet 1 n l , 
aan cp(t-tn) < 1+e. We mogen veronderstellen dat b 1 ,: .. ,bn alle 
=f.o zijn. Oak cp(tn)= z ~ llbill µ(E 1 ) is eindig, dus 
µ(Ei), .•. , µ(En) ziJn eindig. 
Als E meetbaar is, met eindige maat, en § 1 > O, dan is er 
volgens st.1.8.3 een V=zm1 A. (disJuncte som, A.Er) te vinden J J 
met µ(E b.V) < e'. Dan 1:ieeft elk der A/s eindige maat, zodat 
Xv een speciale trapfunctie is. Daar I XE- xvl==1 op E 6.V en 
::.::0 op het complement daarvan, is IXE- xvi een trapfunctie, en 
cp( I XE-xvi ) = µ(Et.V) < 8 1 • 
Neem nu e' == c: /K, K=4 ( II b 1 I I + ... +llbnll ) . We kiezen biJ 
elke E1 een Vials zoeven a;:rngegeven. Dan is s::.:: I:~ bi XV een 
speciale trapfunctie, en ~1(t -s) ~ zn1 ii b.JI qi(XE - Xv ) <1e/4. n l . i 
Derhalve is qi(f-s)_~ c;i(f-t)+ l9(t-tn)+ cp(tn-s) < e~ 
2°. Voldoende. T · · 1 t · 1 t f t· r1v1aa , wan voor een specie e rap unc ie 
sgeldt cp(s)(oo. 
Opmerking. Als B==B,.., (:i."eE5le getallen) is; en f(x)2_0 voor alle 
C 
x, dan kan ook t niet-negatief warden gekozen; s wordt dan auto-
matisch niet-negatief. 
Stelling 2.4,3. Als f sommeerbaar is, dan is er een en slechts 
een element bE B z6 dat voor elke e > 0 geldt: 
* s E T , qi(s-f) < s~ IIL(s)-b II <s. 
(T* is de collectie der speciale trapfuncties). 
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Bewijs. Bij elke n (n=1,2, ..• ) kiezen we volgens st.2.4.2 ean sneT* 
met cp(f-sn) < 2-n. Dan is (st.2.2.2) cp(sn-sm) < 2-n+4 als n < m. Dus 
(st.2.2.5) 11 L(s -s )II< 2-n+1 , zodat (st.2.2,4) IIL(sn)-L(sm) II < 
n+1 n m . 
< 2- (n<m). Er is derhalve een element bEB z6 dat!IL(sm)-blJ-,OJ 
want B is volledig. Bovendien vinden we II L(sn)-bll i_2-n+'1 (n=1,2, .•. ). 
Zij vervolgens i:; > O gegeven, en zij s E 'F , qi( s-f) < e. Kies n 
zo groot dat cp(f-sn) en IIL(sn)-bll beide kleiner zijn dan 
a-1(e- cp(s-f)). Dan is cp(s-sr.)i. cp(s-f)+ cp(f-sn) < i:;-2a+a= e -a, cus 
II L( s-sn )II < e -a. Derha lve is 
II L ( s ) - b I ~II L ( s - s n ) I I + I! L ( s n ) - b I I < e • 
Dat b eenduidig bepaald is blijkt op de bekende wiJze: als 
b 1eB, b 2eB, b 1~b2 , e=½ II b1-b 2 II, dan kunnen llb1 -L(s)II < c en 
II b 2-L( s ~I < e niet tege liJ k geld en. 
Definitie 2.4.2. Het in stelling 2.4.3 genoemde element b heet de 
integraal van f over X; notatie b= f f dµ . (Deze integraal is 
slechts gedefinieerd als f sommeerb~ar is.) 
Opmerking. Het begrip sommeerbaarheid is gedefinieerd met behulp 
van de cr-ring A, doch bis gedefinieerd met behulp van een semi-
ring r (die A als Lebesgue-afsluiting heeft). Het is echter niet 
moeilijk in te zien dat b voor al zulke r 1 s hetzelfde is. Daarto~ 
is het voldoende te laten zien dat b niet verandert wanneer we, in 
plaats van r, de A beschouwen (wat ook een semiring is), Ter onder-
scheiding schrijven we even T;, T;, Lr, LA, br, bA . Er is een 
s E T; <P ( s - f ) < 8 ( st . 2 . 4 • 2 ) . we gens r C A. 1 s O Ok s E T; . Dus VO lg ens 
st.2.4.3 is 
Door s als E ~ b1 XA (A 1 Er) te schrijven, zien we, daar ook A1 E A, 
dat Lr (s)=LA (s) 1 (def. 2.2.~. We concluderen dus dat br =bA • 
St~lling 2.4.4. Als seT*, dan j_sf s dµ=L(s), 
X 
Bew i j s . Is o o k s 1 E T* , en qi ( s 1 - s ) < e: d a n is II L ( s 1 ) -L ( s ) ! ! < e: 
(st.2.2.4 en st.2.2~5). Verder st.2.4.3. 
Stelling 2.4.5. Als f sommeerbaar is, dan is cp(f)=f I! fl! dµ • 
Bewijs, Blijkens st~2.4.1 is ll f I: sommeerbaar. Allesxspeelt zich 
verder in de Banachruimte Br der reele getallen af. 
Volgens st.2.4.2 is er bij elke e:>O een speciale trapfunctie 
t (met reele waarden) z6 dat cp (llrll -t) < e:, en t kan zo worden ge-
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kozen dat t(x) 2._0 voor alle x. Is t(x)= z ~ biXA. (x), dan is 
(st.2.2.3) took voor te stellen als t(x)= z~c/X:E (x) met disjuncte 
EJ. 1 s. Allc c, 1 !3 ziJn dus 2_0. Nu blijkt uit st,2.2~1 dat 
m ,.; n 
cp(t)= ~ 1 cj µ(Ej)= z1 bi µ(A1)=L(t). 
St.2. 1L3 leert ons dat I L(t)-b I< e is, met b=f 11 f(x)!! dµ . 
X Dus 
I cp ( II f I! ) -b l .S. I cp ( t ) - h I + qi (ii f j I -t ) i._ j L ( t ) - b I + e < 2 e • 
Het gestelde volgt uit de wilJ.ekcur van e • 
Stelling 2.4.6. Als fen g sommeerbAar zijn, en a en P complexe ge-
is tallen, dan J x ( ex f + p g ) d µ = x J f d µ + p J g d µ • 
Bewijs. Approximeer fen g door speciale trapfuncties s 1 resp. ~2 . 
Pas dan st.2.2.4 en st.2.2,2, 1° en 3° toe, in combinatie met st. 
2.4.3, 
Stelling 2.4.7. Als f sommeerbaar is, dan is llf f dµII <J llrll dµ. 
X X 
Bewijs: Approximeer f door een speciale trapfunctie s, en pas st. 
2.2.5 toe. 
Stelling 2.4.8. Is f(x)=O (p.p.), dan is J f dµ =0. 
Bewijs. OE T*, en cp(f-0)=0 (st.2.2.2, 5°)xdus voor elke e > 0 is 
II! f dµ -1(0) II< e • DFJar 1(0)=0, volgt het gestelde. 
X 
Definitie 2.4.3. Zij E meetbaar, fE BE. g(x) is gedefinieerd als 
f(x) voor XE E, en als O voor x EX-E. Nu heet f sommeerbaar over E 
als g sommeerbaar is, en J f(x)dµ betskent f g(x)dµ . 
E . x 
Stelling 2.4.9. Is b EB., E meetbaar., µ(E) < oo , f(x)=b op E, dan is 
f sommeerbaar over E, en 
JE f(x)d = b µ(E). 
Bewijs. Het linkerlid is de integraal van b xE(x) over X, dus = 
LA (b XE)(st.2.4.4) (vgl. opm.na def.2.4.2),en dat is b µ(E) (def. 
2.2.5). 
?,5. Meetbare re~le functies. Op de o-finiete maatruimte X besohouwen 
we functies waarvan de waarden gegeneraliseerd reele getallen ziJn. 
Definitie 2.5.1. Als f een gegeneraliseerde reele functie is, dan 
definieren we: E 00 (f)= l x I f(x)= + oo J, E_ 00(f)={x j f(x)=- oo l, 
E8 (f)=lx I - 00 < f(x) < oo J= X-E 00 (f)-E_ 00 (f). 
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Definitie 2.5.2. De gegeneraliseerd reele functie f heet meetbaar 
als E (f) en E (f) meetbaar zijn (dus ook E (f)), terwijl f 
oo -oo e 
meetbaar is op Ee(f) (d.w.z. dat X.f meetbaar is, als X de karak-
teristieke functie van E8 (f) is; meetbaarheid van eindige re~le 
functies is gedefinieerd in def.2.3.1, als we nemen B=Br= Banach-
ruimte der reele getallen. 
Stelling 2.5.1. Nodig en voldoende opdat de gegeneraliseerd reele 
functie f meetbaar is, is dat voor elk eindig getal a geldt dat 
t xi f(x) < a } meetbaar is. 
Bewijs. Nodig. ZiJ f meetbaar, 2n ziJ X de karakteristieke functie 
van Ee. Uit het gevolg van st.2,3,1~ (med:: op dot Br Utipsr,:1·:)e:J is: 
de rationale getallen liggen overal dicht) bliJkt d8t voor elk8 
eindige a geldt dat t x ! x(x)f(x) < a 1 meetbaar lf.:l. Door hieraan E_""A) 
toe te voegen, ontstaat t xi f(x) < a 1, wat dus ook meetbaar is. 
Voldoende: zj_j { x I f(x)< a 1 meetbaar voor elke a. Door a naar -oo 
resp. + oo te la ten ga sr. zien we da t E en E +E meet baa r z ijn, 
- -oo -oo e 
dus ook Ee en E+oo ziJn meetbaar. Is - oo < b< a< oo , dan is ook 
{xi b+n-'1 f(x)<a} meetbaar voor elke n, dus {xi f(x)EJ} is meet-
baar voor elk open interval J. Daaruit volgt weer dat Xf meetbaar 
is (st.2.3.4). 
Definitie 2.5.3. Zij f een gegeneraliseerd reele functie, en zij R 
de maatruimte der reele getallen met Lebesgue-maat. Onder de ordi-
natenverzameling Vf van f verstaan we de i.n Xx R gelegen verzame-
ling {(x,y)jxEX, yER; y<f(x)} 
(als f(x)=- 00 , dan is er geen enkele y die aan y < f(x) voldoet). 
Verder stelt vf de afgeknotte ordinatenverzameling voor: 
v; == [ (x.,y)jxE X,yE R, o <y <f(x)}. 
De produc tmaa t in X x R zullen we door v voors te llen. 
Stelling 2.5.2, f is dan en sl0chts dan meetbaar als Vf meetbaar is. 
Bewij s. Neem aa n da t f rneetba a r is. V f is de Vt.oren j_ging van E00 x R 
en (E8 X R)Vg, waarin g= X8 f, Het is dus voldoende aan te tonen dat 
Vg meetbaar is. g is overal eindig. Daar g meetbaar is, is er 
(st.2.3.2) bij elke n een rc:ele trapfunctie tn*met l!g(x)-t~(x)II <n- 1 
(p.p.). Nemen we tn(x)=t; -n-1 , dan is t 11 (x)< g(x) (n=1,2,, •• ) en 
tn(x) - g(x) voor elke x, met uitzondering van een verzameling N 
met maat O. Zij N1=NXR. Elke Vt j_s meetbaar (volgt uit def.2.2.2), 
terwijl Vt -N 1 ~ Vg-N'. Daar ooknN 1 meetbaar is., blijkt dat Vg-N' 
n 
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meetbaar is. Bovendien is v(N')=O, zodat ook Vg meetbaar is. 
Zij omgekeerd Vf meetbaar. Dan geldt (st.1.9.7) voor biJna 
elke y ER dat fx I f(x) < y 1 meetbaar is. Is a ER., dan is er dus bij 
elke n (n='1,2, ... ) een y (a-n-'1 < y< a) waarvoor diE; verzameling 
meetbaar is. Nemen we nu de limiet voor n-¼oo ~ dan zien we dat ook 
l x I f ( x) < a J meet baa r is . 
Definitie 2.5.4. De gegeneralise8rd reele functie f heet sommeer-
baar als E en E de maat O hebben., terwijl f sommeerbaar is op 
- 00 •X) 
Onder J f(x) d/.t verstaan we f f(x) XE (x)dp .• We hebben daar-
x X e 
bij dus op E de waarde ~ van f(~) door O vervangen. Hadden we op 
00 
E ander0 eindige waarden aan f(x) toegekend, dan hadden we dezelf-
oo 
de waarde voor de integraal gekregen (st.2.4.8). 
Is f sommeerbaar volgens def.2.5.4, dan is f ook meetbaar 
(def.2.5.2). 
Stelling 2.5.3. Zij Oi_f(x) < oo voor alle x. Dan zijn ('1) e>.1 (2) 
equivalent: 
(1) f is sommeerbaar. 
(2) v; is meetbaar, en v(v;) < oo • 
Als (1) of (2) geldt (zodat dus beide gelden)., dan is v(V})=J f dµ. 
X 
Bewijs. Zowel uit (1) als 
geta 1 11 > 1., en definieer 
Dan zijn de Ek's meetbaar 
uit (2) volgt dat f meetbaar is. Ki~s een 
Ek= [ x I 11 k .S. f ( x) < ri k+'1 } ( k=O, ,±:1, +2, ••• ) • 
(st.2.5.'1), en E + E00 Ek is een dis-
co -10 
juncte som. 
Zij Fk={y I O< y < 17 k J, F 00 = { yj O -~ y < oo} , Dan is 
E XF 
00 00 
00 * 
+ I EkxFkcvfcE >:F 
-00 00 00 
Als (1) g~ldt., dan is µ(E 00 )=0, 
geldt, dan is volgens E x F c vf* ook 
00 00 
dus v(E00 X F00 )=0. Als (2) 
µ(E )=0., dus weer 
00 
v(E xF )=0. Zander bepE;rking kunnen 
00 00 
we dus aannemen dat E 
leeg is (vgl. st.2.4.8). 
Zij t de trapfunctie t= ~:,17 k XE . Dan is (st.2.2.'1) 
<9(t)= ~:0011k µ(Ek) = r: 00v(EkxFk)s_ v(v(Lc) i_ c;i ( 1l t)=Tl q,(t). 
Verder is t(x) s_f(x) s_ rit(x) voor alle x, zodat 
9(t)s_ c;i(f) .$_ ricp(t) (st.2.2.2, 6°). Dus 
9(f) s. riv(Vf) en v(v;)s. 17cp(f). 
00 
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Hierui t volgt, wegens de willekeur van rt , da t ~) ( f) en v (Vf) ge-
lijk zijn. Is een van beide eindig, dan is de andere het oak. En 
9(f) stemt met de integraal van f overeen (st.2.4.5). 
In def.2.5.3 hebben we Vf gedefinieerd met y <f(x). We hadden 
even goed y_s. f(x) kunnen nemen, hetgeen blijkt uit 
Stelling 2.5.4. Is Vf meetbaar, dan is v(Wr)=O, waarin 
Wr= { (x,y)j yE R., Y=f(x) 1 • Is omgekeerd v (wr)=O en zijn E00 en 
E_ 00 meetbaar, dan is Vf meetbaar. 
Bewijs. Zij Vf meetbaar. Dan is f meetbaar, dus ook f+n- 1 meetbaar 
(n=1,2, ... ). Dus is v _1 meetbaar. Daar Wr=(lim V _1 )-Vf, is 
ook Wf meetbaar. Datf+n dan v(Wr)=O is, volgt bijv!+U1t st .1.9.8. 
Zij omgekeerd v(Wr)=O. Dan is (op grand van de definitie van 
uitwendige maat in Xx R bij gegeven n > O de gehele Wf te overdek-
oo . 00 -1 ken door een som K= E1 E1 x (ai,bi] , met v(K)_s. E 1 i.i.(E1 )(b1-a 1 )<n . 
Laat r 1 ,r2,r3 , ..• een aftelling zijn van de rationale positieve ge-
tallen, en Kj= E~ E1x(a 1-rj,bi-rj] . Dan is 
00 00 
E 1 K j-K c V f c E1 K j . 
Dus SncVfcTn, Sn en T0 meetbaar, v(T0 -Sn) ~ n- 1 • Stel1 
E~Si=S, T1T2 ••. =T. Dan zijn Sen T meetbaar, en v(T-S) < n- voor 
elke n. Dus v(T-S)=O, dus v(Vr-S)=O, dus Vf meetbaar. 
Definitie 2.5.5. Is O_s. f(x)_s. oo (alle x) en f(x) meetbaar, doch 
niet somrneerbaar, dan wordt aan J x f(x)d1~ de waarde oo toegekend. 
Volgens st.2.5.2 en st.2.5.3 is in dat e;eval ook v(V/)= oo, zodat 
voor alle meetbare gegeneraliseerde niet-negatieve functies geldt 
dat de integraal gelijk is aan v(v;). De integraal is oneindig 
als µ(E ) > O, maar ook als µ(E )=0 is doch f niet sommeerbaar 
00 00 
over E8 • 
Is Been Banachruimte, en 
baar is doch niet sommeerbaar. 
den uitgebreid tot 
f E BX, d a n is cp ( f ) = oo a 1 s f meet -
Da a r .''it v o lg t d at st • 2 . 4 • 5 ka n w or-
Stelling 2.5.5. Is f E Bx, f meetbaar, dan is cp(f)=fllf lldµ. 
X 
De voorafgaande stellingen laten zich onmiddellijk uitbreiden 
tot het geval dat we functies beschouwen die slechts op een gege-
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ven meetbare verzameling E meetbaar r8sp. sommeerbaar zijn. Men 
kan zulke stellingen trouwens direct verkrijgen door op te merken 
d a t ( E ., A r , µ ) e en ma a t ru im t e is , w a a r bi j 1, 1 = l A I A c E , A E A } • 
Stelling 2.5.3 stelt ons in staat om enkele integraalstellin-
gen op zeer eenvoudige wijze t~ verkrijgen. 
Stelling 2.5.6. 1°. Is O if(x).s_oo (alle x)., f meetbaar en J f(x)dµ=O., dan f(x)=O (p.p.). 
X 2°. Is fE Bx., f m0etba2r, en r llrll d11 =0, dan f(X)=O (p.p.). 
Jx 
Bewijs:. 1°. Daar. V/"·,11c"-:ctbc18r io_. m2t mE12t OJ heeft bijna elke verti-
cale: doorsnede de mc:<t ~ (~t.1.S',.7). De doocsnede (Vf)x is echter 
het J.nterval O < y < f(x), (:n de nwnt daarvAn is t(x). 
i). Uit het gE-geven en uit 1° volgt dat II r(x)I! =0 (p.p.), 
dus f=O ( p , p. ) . 
Stelling 2.5.7. Is Oi, f(x).s_ oo (all1:: x), X= I:~ E1 
juncte som), dan is 
r 
j '.\, f(x) dp. = 
•. , oo r 
., 1=1J E. 
1 
f(x)dµ 
(E1 meetbaar, dis-
* Bewi.JB. J){::: integraal over E1 ls de v-maat van V(f)n (E1 >< R), enz. 
Stelling 2.5.8. Is o_<;_ r(x)_\ oo (alle x), f sommeerbaar, E,E1 ,E2 , ... 
meetbaar, En-E (n-oo), dan is 
j E f(x)dµ-+f E f(x)dµ • 
n 
Bewi,js. Jr.iar Vtr) eindige maat heeft, mogen we op dr:: verzamelingen 
"if(f)'1(B11 xR) en v ➔·(r)t\(ExR) st.1.5,5 toepassen. 
Stelling 2.5.9. (zg. Lf;mma van Fatou). ZiJ o.~ fn(x).s_ oo (alle x; 
n=1,2, ... ), en laat alle f 11 meetbaar zijn. Dan is 
J 1 im inf f _ d [., < 1 im in f Jr f d µ. • • z: D - xn 
Bewijs. Zij lim inf fn=g. g is meetbaar 
o.d.d. en omgekeerd). Merk op dat v; en 
deel van W verschillen (zie st.2.5.4); 
. g 
(uit g(x) > a volgt fn(x)>a 
lim inf Vf hoogstens een 
dit versch~l heeft dus de 
v-maat o. Pas nu st.1.5.3 toe op v; . 
Stelling 2.5.10. Is E meetbaar, dannisf dµ 
Bewijs. De v* van de karakteristieke fu~ctie 
dat de v -maat ervan gelijk is aan µ(E). 
= µ(E). 
van Eis E x(O,1), zo-
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Stelling 2.5.11. f (x) --+ f(x) n voor 
alle x, terwijl r1 ,r2 , •.. mcetbaar ziJn, dan is 
J f (x)dµ--+ ( f(x)dµ • 
· X n J X 
Bewijs. v; nadert ni8t-dalcnd tot v;, zodat d~ □ telling vo~gt uit 
n 
st.1.5.1. 
Stelling 2.5.12. Zij voor i=1,2, ..• ,f.(x) m2etbac1r~ 0n O< f.(x)< w. l. - 1 ··-
Dan geldt E00 f f . ( X ) d µ =J I:~ f i ( X ) d µ , 
1 X 1 X 
B~wijs. Fn(x) = E~ r 1(x) nad8rt ni~t-dalcnd naar F(x)= r.; r 1(x), 
zodat we de vorigc st~lling kunn~n to~paas0n. w~ bdhocven daarto~ 
slechts te bcwijzen dat biJ een eindige som hct int8graalt8ken m~t 
hi..:c:t somtc/ken vci:-wiss;,:.ld mag word-.;11. Dit is duid(_;li, k :-,1::; :~n cler 
r1 •s niet somml'1erbar:1r ls, want dnn ziJn beide leden on~indi;;~ i;:root. 
Zijn r1 , ... ,fn wtl s0~m8erb3r1r, dan kunncn we st.2.4.6 toepass~n 
( no ee rs t d 1.:, ,3urm<..:: vc riz?m-:·· U.nc: 1._1;:i r-: r•op n iet a 118 f 1 1 s <.:: ind ig z i J n, 
te brjbben wcgg,.:nomm,). 
2 .6. De stelllng van L<.::b:::.:::Jgu,..;. \th .. kc:r,..;n w'"'8r t:::;1 ... ug naar functies f E BX. 
We zullen eerst cen klE;inL: uitbrt::iding geven vsn h0t begrip sommeer-
bna rhc:id, door ook func•cior-) t,.;: b1..,scl1ouwen die niet overa 1 gedefini-
cerd zijn. 
D~finiti2 2.6.1. Ln?t f(x) ged~finieerd en fE B ziJn voor XE X-N, 
waarbij µ(N)=O. D-'3n h.:et f nog sommeerbaar als f sl0c:1ts sommt:er--
baDr is ovur :e~-N, "':;.·1 0nd<::i• J f'(x)dµ wordt J f(x)dµ verstaan • 
• r ' X . x-N hanneer toc 1·j :,c.•t,.~rsf f •:)p N gedcfinieerd zou wonJ\:;n, zou f 
3ommeerbaar bl:1.jv,;:l (en rd,~t f3CJmm~erba.1r warden r1ls hiJ ni0t sommeor-
baar was), en d2 ~~t~gr□ Al ~ou ~i~t verand~r~n (st.2.4.8). 
Ga na dot nllr:• r3b.:J..l.i.n[';.-.:'.'.: u:Lt 2.4 en 2.5 gi:::·ldig bliJven bij 
deze niE-:uw,0., opv:=1't~tj .. ng vc1,2 .::;omnh::8rb.?t~1ri12id en intEgraal. 
E E Definitie 2.6.2. ZJ.,J E mcetbaar·, f 11 E B , f EB • We zeggsn dat fn 
op E gemajoreerd conv2rgeert naar f als 0r op E ten niet-nEgatiev~ 
sommeerbarc: functL~ g is met Jlf11 (x)\Ji_g(x) (p.p. op E), terwijl 
voor bijna elk.;"; x EE geldt f 11 (x) ➔ f(x). 
Stelling 2.6.1. (Lebesguo). Is fk sommeerbaar op E (k=1,2, •.• ), i::.:D 
convergeert fk op E gemaJoreerd naar f, dan is ook f sommeerbaar 
op E., Bn 
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I fk(x)d!J. - j(' f(x)aµ . 
E E 
Bewijs. Zander bep(;rking kunnen Wt} E==X n\.;men. We hi.;;bben !lfk(x)!l_<;_g(x) 
(p.p.), en g(x) is so~nC:~rbaar. Daar fk - f (p.p.), is f meetbaar. 
Oak is !lfll_~g(x) (p.p.)., dus f somme;;erbaar (zie biJv. st.2.2.2, 6°_, 
of merk op dat VJ!rJJcv1;). vJe kunncn nu 1111:;t fk-f garrn werken, zodat 
het voldoende is hct geval te beschouwen dat fk- O. 
Daar X o-fir-;iet is, 1s X=lim E(m), E(m) meetbaar, µ(E(m) )< oo • 
Daa r X-E (m) - ➔ 0 3 kunncn Wf.:: biJ g(;:;gc:ven c do m zo groat kiezen da t 
(zie st.2.5.8) J ( ) g ( X ) d f.\ < ½ c • X-E m 
Op E(m) en de ri~ r 1 ~r2 , •.. p2sscn we st.2.3.9 (Egoroff) toe. Wt 
hebben dan E11c E(rri), En-+E(m)_N., p,(N)=O., en op slkc E(n) conver-
geert fk uniforrr. naar O. Nu pa:rne:n we nog e8ns st.2.5.B to,-:-: Wf: k:Lv-
zen n zo dat r 1 
i ( ) . g ( X ) c1 I·'· < tr s • J,...,m N" "t 
~i - -!l, 
··-n 
Tenslotte: kl(:Z .. , ;,,; c k ?, 6 d r:; t vu o ::· k > k g e 1 d t 
0 0 
11 f k ( x) i I < Jc / /J. ( E ( m) ) ( x E En ) • 
U1. t t 2 2· ') 6° ., ' I') l1 C ·, t 2 5 -10 1 t d t S •• • c.., , S'C.c.., t.O l-Jn S • -· • 1 VO g nu 8 
zodat volg2n~ st.?.4.7 
X 
Stelling 2.6.2. Zi,J X= >:;· :1,: 1 (r·lL3junct1,:; som, Ei's me8tbaar), en .f 
somm,:;e rba 2 r, dan ·] c•_ 
... ,::·r• f. ( -, ) r1 I' 
Bcwi,j s. Zi;_i 
'.:hoP II r/l 
, i'o.. •~t 1·" --
'-' y· 
I~ ~ IE . f ( X ) d ~1-
l 
f n ( x) = r :: XE (x)f'(:<~). Li"' r, c onvc rge;e rt f 11 new r f, en word t 
.. • l-c g0.1.nr=1 j Dre: c; ".''. 1 • 
Stelling 2.6.J. L/:HH r 1 ,f2 ; .. ,, somm2erbaar zijn over X. Onderstcl 
dat 
( 1 ) 
Dan geldt 
(2) F(x)= 1:~ llfi(x)jl is sommeerbacH'. 
(3) 1:~ r1 (x) is bijna ovcral nbsoluut convergent., en de. som van d8 
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reeks is sommeerbaar. 
(4) E~ f r1 (x)dµ is absoluut convergent, 
X 
en =f 
X 
( 5) E ~ I} f i ( x )! i d tJ. :-:, rl-= E ~ 11 f i ( x) ! , d P- • 
Is (2) g.ageven i. p. v. ( 1), c3an Ktm rn.8n ('1), (3), ( 4), (5) b1:;wijzen. 
Samenvattende kan m~n zegg2n: in (4) h~eft all8s betukenis,0n 
de gelijkheid g1:;ldt, zodra een der led(.C (;~[I (,:::indt;:;,•:;) bE::tekenis 
krijgt wann~er men f door fl fl! vcrvangt. ( 11 B:'i J ,"'bi'1r.,lut 1:: (:onv1;::rgen-
tie is alles geoorloofd". Ook als alle r1 's gegeneralL:JE.:er::1 niet ... 
negatief zijn, is all~s geoorloofd, volg0ns st.2.5.12). 
Bewijs. Uit st,2.5.12 bliJkt det (1) en (2) equivnl~nt zijn, en 
(5) tot gevolg hebben. We merkGn nog op dat (2) impliceert dat 
E~llr1 (x)!I bijn2 ov<.::rnl convergi:::ert. D<:~rbalve convergeert 
E 00 f () b"' .:. 1 (·'"'t 2,., 11) 1 1 x iJn8 overa ,_1 .... 1 ., • 
D ,_ · _n ,., 00 f i . d e convergencie p.p. van E1 1 1 no~r z1 1 s gernaJoreer 
door F, want II E~ r 1 !1 iE~ llr1 jj S. F, 8n F : .. G sommeerbaar. Uit 
st.2.6.1 volgt nu dat JE~ r1 (x) sommeerb2ar J.S, en dat 
J z~ fid;~·-► 1r.;rtdµ. T,::n:::,Lott-::. volgt nog uit ('1) (:-,1s.:t gebruik 
van st.2.4.7), '.:~at t.:~t 11nk,:.:r-1J.:i v?n (1-~) .~ib:-3cluut convl:rg~=ert. 
Met behulp van st.2.6.3 gr::vr:::n ,,,., c,e·.·1 v·,:;r,:.;che;rping V2:L st.2)L2. 
Stelling 2,6.4. Zij f E Bx, f sommeerbaer. Dan is 2r c..:en rij 
s1 ,s 2 , ... van spc::cir-ile trapfuncties z6 dat f(x)= r.~ s1 (x) (p.p.) 
en r.~ f} s 1 ( x) II d !.L < oo • 
~ewijs. Volgens st.2.4.2 is er bij elke i een Speciale trapfuncti2 
ti z6 dat J !lf(x)-t1 (x)!Ldtt < 2-1 • Neem s 1=t 1 , s 2=t 2-t1 , s 3=t3-t 2 , ••.• 
Dan is:/ 11s~(x)II aµ< 22 .... (i=1,t.? .•... ). Volgens st.2.6,3 is nu 
f ~ s 1 (xf bijna OV(:;t,'.'!l 1.1/ffir::,eg:..:nt nuar ,;et. oornmeerbar0 functie S(x). 
Verder is 
fxlls(x)-t 1 (x)II ui.·- r 1· '-" I J oo , ) I = J x :I>:: i.VI sk(x)I di:.i_ x r.1+111 sk(x I dµ = 
= r.;+1 J X II ( )I'! (~~: , 21-i .... 2-1+2-1-i+ _ 22-i .':ik X I dt~ . -· • • • • - • 
Derhalve is fx 11 S(x)-f(x)II ai< 2-i+22- 1 (i=1,2, •.. ). Deze inte-
graal is dus nul, zodat S(x)=f(x) (p.p.) (st.2.5.6). 
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2.7. De stelling van Fubini. Deze heeft betrekking op het herleiden 
van meervoudige integralen tot herh8alde. Laat (X, A1 , µ1 ) en 
(Y., A 2 , µ 2 ) 0-finiete maa truimten zijn; .11. 1 en A2 zijn de kla s-
sen van meetbare verzamelingen. Het cartesiche product is 
(Xx Y, A1 x A 2 ., µ ) ( µ = µ 1 x µ 2 ). B is weer een Banachruimte. 
Een meervoudigc integraal is dG integraal van een functie f(x,y) 
(f E Bxxy) over een meetbare verzameling E uit Xx Y. Aangezien we 
deze kunnen interpreteren als de int0graal van XE.f over de ge-
hele Xx Y, kunnen we ons beperken tot integralen over dE: gehele 
XX y. 
Stelling 2. 7 .1. Zij f E Bxxy., f sommeerbaa r. Dan is voor bijna 
elke x EX: 
(1) f(x,y) sommeerbaar over Y. 
En als c;i(x)=f f(x,y)d µ 2 (zodnt <;i(x) voor bijna alle x gede-
finieerd is), ~8n is ~(x) sommeerbaar, en 
(2) J c;(x)dµ =J f(x,y)dµ . 
x 1 xxy 
(Het linkerlid kan ook geschreven wordc.:n a ls J d µ J f d µ 2 , het-
geen betekent J { J f d µ 2 } d µ 1 ). x Y 
X y 
Bewijs. r = A 1 x A 2 is een ,'3E;.:miring die de productmaf.ltruimte voort-
brengt. Bij deze r dcfinieren we dC; spcciale trapfuncties in 
XxY (def.2.2.3). 
We nemcn nu eerst bijzondere gevallen: 
1°. f(x,y)=O bijna ov<:;ral in Xx Y. Zij E de meetbare vt:rzameling 
waa rop f/.O. Volgt .. :ns st .1. 9. 7 is µ 2 (Ex )=0 voor bijnEi a lle x, zo-
da t ~(x)=O (p.p.) En in (2) blijken nu beide ledcn O te .zijn. 
2°. Zij f=bXE, wanrin E=E 1 x E2, E1 E A1 , E2 EA 2, µ(E)< oo, terwijl 
been constante uit Bis. We mogen onderstellen ~E) > O (anders 
is 1° van toepassing). Uit O < µ(E)< oo volgt nu dat µ1 (E1 ) < oo, 
µ 2 (E2 )< oo. Is XE E1, dan is f(x,y), beschouwd als functie van y, 
gelijk aan b XE (y). Deze is sommc:erbaar daar µ 2(E2 ) < oo is. 
Als x~ E1 dan i~ f(x,y), weer beschouwd als functi~ van y, iden-
tick nul, dus sommcerbaar. Aan (1) is dus voldaan. We vinden dat 
~(x)=b XE (x) µ 2 (E2 ), waaruit nu (2) volgt (vgl.st.2.4.9). 
0 1 3 • Is f een speciale trapfunctie, dan kunnen we (1) ~n (2) be-
wijzen door f te splitsen in functies van het onder 2° behandeldEJ 
type (pas st.2.4.1 en st.2.4.6 toe). 
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Neem nu een willekt:urige sommeerbare functie f. Volg8ns st, 
2.6.4 is f= E~ s1 (x,y) (p.p. in X xY), E~ J xxy 11s 1 (x,y)II dµ < oo. 
Voor elke si zijn (1) en (2) al bew8z~n, dus 
J dµ 1 J s 1 (x,y)d µ 2 = J s 1 (x.,y)dµ • 
x y xxy 
We willEm beid(.;. leden sommerun OV,;.;r i (1=1,2,3, •.. ) en in 
beide led(;rn de somma tic Em intugra tiE:s vc::rwisschm. Daa rtoe zullen 
we cers t de a bsolut0 convergent ie vast. Elke 11 s 1 ( x., y) II is (;;en 
spdciale trapfunctiG (g2 dit na), zodat volgens 3°: f d µ1 J llsi(x,y)II dµ 2 = J lls1(x,y)II dµ • 
X y ~y 
We weten r12eds dat hct rE::chterlid, gE:sommeerd over i, een con-
vergunte reeks opl8vert. Daaruit volgt nu hetzclfdc voor het link8r-
lid, en dus (st.2.5,12) dat /x{ E~/ lls 1 (x,y)II d µ 21a ~ 1 < 00 , en 
(nog et::ns volgens st.2.5.12) dat Y / { / z~ls. (x.,y)II d µ 2 1a µ,.., < oq X y I l ' I 
Het laatste garandeert dat voor biJna elke x geldt 
fyE";lls 1 (x,y)II d;J. 2 < 00 • Volgens st.2.6,3 convergE:ert bij zo'n 
waarde van x de reeks E~ s 1 (x,y) voor bijna all~ y, terwijl de 
som sommeerbaar is over y, en 
J r E~ y 8 i ( x , y ) d µ 2 = j y E ~ s i ( x , y ) d µ 2 • . 
Noemf s 1(x,y)d µ 2 = l;i 1 (x) (p.p. gedefinieerd). Dan is 9 1 (x) y 
sommeerbaar en E~ J JI (;;i(x)II d ·tt 1 i. E~/ lJ II si(x,y)·l!aµ 2Jdµ1 <00 • 
Dus volgens st.2.6,3 xis z7 ¢i(x) bijrn:1 8vc~al convergent, met 
sommeerbare som, en Z~ fx <~ii(x)d p. 1 = j'x z~ (;! 1 (x)dµ 1 . Resumert:nde: 
oof r · r J 00 E 1 lj s 1 (x,y)d µ 2 } d ~, 1 = I l z 1 s 1 (x,y)dµ 2 }dµ 1 ; 
X y JX y 
voor bijna elke x geldt dat s 1 (x,y) en r,~ s 1 (x,y) sommeerbaar ziJn 
over y, en de integr[.llen ov(;:r Y ziJn sommeerbare functies van x. 
Het link,2rlid is g::;lijk aan r,°:,J x s.(x,y)dp .. Ook hier is 
1 X, y l 
wegens de absolute converg~~ti0 de sommatie v0rwisselbaar m8t de 
integra tie. 
We hebben nu de stelling bewezen met r,~ s 1 (x,y) in plaats 
van f(x,y). Maar het vcrschil van dez8 twee is een functic die 
bijna overal in Xx Y nul is. En daarvoor was de stclling reeds en-
der 1° bewezen. 
Stelling 2.7 .2. Zij O.s.,f(x,y) < oo, f meetbaar op X xY. Dan is voor 
bijna elke x de functie f(x,y) een meetbare functie van y. Verder 
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is f f ( x ., y ) d 11 2 ( ( l it.:: ;Ju s v o o r' b i J n 3 n 11 t: x r_;,; 0 d <::fin HJ e r i G ) e en 
meet~nrc funct:u.: Von x., 1:n 
JI CJ ll-'I r f ( x ;y ) {1 1, ,, = i f ( x, y ) cl f!. • 
X I ./ :J c j X>'.y 
BewiJs. WE: constrw::rE-n c-:fgE..knott:..: furictic::s fn. ZiJ voor •~lkt;_; ri; En 
een r:18etbanr deel vrrn .{:(Y, rn0t ~t(E 11 )< oo, lim En=;(>'. '1. N..-crn nu 
f,, ( X ) = }'. Ti' ( K ) • mi D ( f ( X), 11 ) , 
l, "'-•-' 
n 
D3n is f n 
dat ws st. 2. 7. 1 dt:i ,.-, rop moc~c::, tr.:i-:p:, s s er.: 
( 1) J r r X d \J, 1 J y f L ( X ' y ) '.I ~·- 2 = ,J X xy f n ( X J y ) cl p, 
1Jc mcrk21: verckP •)r, d1t O~_f 1i f' 2 _~•·•S. f., f=llm 
VO l ,rt V lrl ; ) t '2 r:3 3 " n r; t 1 r; 1 ch t J' -f' d I t->f r 
Zu-
f n • Dao, ru it 
d 11 • In hi:.:t o , . • .• - • ,, .. , . • • .. • , . ·.. j x" y ~ n . r xv V 
linktrlid van (1) kunn~n we OJ ovcr0en~~mst15~ wi~~c t~ wcrk g□ on. 
Voor bijna elke xis fn(~,y) ncctbonr (st.2.7.1) ~n (dnar f 11 stiJ-
gend tot f nr:idert) du:J ·\ fn(x,y)cliJ .. ,2 ->JY f(x,y)d!J.2 , Dit lrrntstc lD 
meetbac:ir (limi8t v.,;, r:l.,J ~.t 1 :t;tb.<:1r(. s.·un,.t.F:s). D;:i·,r f y fr/J11.2 DtiJ•-
gend tot f y f d112 m1dert, n~HJ,.rt rm l1e;t link1c1rlic1 van ( 1) tot 
f d iJ.1 f f cJ :.l.? • X y -· 
Stullin6 2,7:J~ Is E cu1 1,tu,;tb::iH' ck 1 •• L •/:F· X>~Y., c::n E.,:·"' { Y/(x,y)(.,FL 
dnn iG E.,. V,)or b:i.,Jrn L-1k,. x t:1:1::tba:::r_·. ,1 (E ) :i::i t,E;n ir1J:ctb:;1r,.: fun,:• ... A. i·:.:,. jx 
BewiJS. Pas ; .. , .. ·.,,.:.· ,·,1,·r'· ·,''- X V' • ..~ ' ' " E. 
Stelling 2.7.4. D0 concl.~s1~n v~n ct.~.7.1 bliJven g~ld0n als h~t 
gegeven (1) \\iordt Vt:rvr:t,1_;2n Ooc.,r: f' is ffi(;,<:.:trn.,r, •;.,•n 
f x d IL1 fy II f ( x, y) II c] 112 < oo • 
B0wij:3. Met r.::t.2,7.2 eonclud1;:;r•~n h',:: dFJt f ,, II f(x,y)II d11 < oo is; x,_y 
snmen mf:.;'t cit: meGtbsarhcid v2n f b0tcku1t dit clnt f somm8erbac:ir 'is 
over X xY. 
Stelling 2.7.5. w~ geven nu 8e~ s3mcnv2tting: (stelJ.ing vc:in FubinJ.), 
Zij fe Bxxy off gGg0ncralisGard ni~t-n~gntitf r0~el. In h8t ~erst~ 
geval u:Lsen we dat een clE::r uitdrukkingen 
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I { .. r 11 r ( x , Y ) 11 d 1J"' J d 1-"1 . . t __ 1_ 11 r ( x , Y ) 11 d 1.:. 1 1 d 1 · J 'Ir ( x Y ) ' I d µ ,,. - ,1 - x I , -? ' xxy I ', I X J y ~ J ~ 
eindig is, Gn dat f muetbo~r is. In hut twe~d~ gcval eis0n w0 
slechts dat f mcetbaar is. Onder deze v2rondcr3telling~n g~ldt: 
J x a 1), -1 J Y r ( x , y ) a µ 2 :-::f c:1 µ 2 J r ( x , y ) j µ 1 = J r ( x 2 y ) a µ • 1 y _ X X)<y 
De inter.rralen/ f c.i,1. t::n r f d11 ht:bbt:n voor bi,J'm1 nlle x resp. y 
0 y '2 vx 1 -
betekenis. De hcrhaaldo intc~ralcn un de dubbelintogralen ht;bbcn 
betekenis. (Een int,:o;rc:wlfx f cJl1 ovur <.::Cn r,128truimte (X, 1,, µ) 
heeft betck0nis 
in het gevnl fE Bx: nl::i f(x) p.p. gedefinieerd is, en sornmcr-
baar is (zie dcf.2.6.1), 
in het g2val O _S,f(x) _<;_ co nls f(x) r.H..:etbaar is volgerrn def. 
2 . 5 • 2 ( ck inti:.:: L's nm 1 kn n d a n oo z i J il ) • ) 
Opmerking 1. Bij c.:·,1:-te::;ir:·ch-:- proc1ucten ,nn ,.nOt;r d~1n tvH:e mcntrui1:1-
ten kan men door hcrh~rldc ~ocpnscin~ va;1 st.2.7.5 hct met st.2.7.5 
overeenkome;r:de rc:r:3ultarit vcrkriJgc:n. Bccknk nl. dat biJV. Xx Y )< Z 
ala product vnn tvke m1:iritr1.Jj_rntcn k::n worc.h.:n gcschrcven: biJv. 
Xx (Y>~Z)<\Al) of (X:<Y) x (Z>C,I). Er· gc·lcJt biJv. ( in beknopt not::.:itie;) 
f f'f J ::,JI _r i 
xxy>(z>< 1_1J = · x Y>'.W z "X><Z yxw - ·· xxy>(V, z cnz. 
mi ts f m2etb--:ic:i r ir'3 c:n of O < f' < 
, ✓ 
c::en dC::zc:r ui tcJ rukk:1.ni;u·, 8 b:~ Jluut c ,inv<.c ert (d.w.z. cind blJ.Jft 
8 1 s f d o or 11 f 11 11'! o rd t v -:.:: rv :J i- • .. ~ n • 
Opmerking 2. De:: r,tcllinp;en over integr:·,~:Lc· tc.:rm vcor t;_J:m (::it. 
2.5.12 en st.2.6,3) ziJn biJZOndere gevallen vc:ir cl\.: ut,-llln/!; vnc 
Fubini. Men nem:~ d2c.:1rto8 vouc Y •.:c;n '-'lftelbor<:: ruirnte, A0 ir:1 de: 
<-
collect ie van alle deelverzamelingeG vnn Y, en µ 0 (E)= aant1l ~1~-
c.. 
menten van E als EE!,,). In plaats van]_ f(y)d!'- 2 is dan -y~yf(y) t1c~ 
L y -
schrijvi:.::n. Dnt f sornmi:.::""rbaar is over y betckent dnt I: llf(y)ll con-
vergeert. 
2.8. Riemann-integraal. In onzC: t8r1l kunn<:.::n we de R-integrac1l Ells volgt 
definieren. 
Definitie 2,8.1. Een functh.: fE Bx heet E:.:igenlijk Ri8mann-inte-
greerbaar ((ER)-integreerbaar) als er bij 8Hce c > 0 spc:cial0 trap-
functies s 1 en s 2 bestaan z6 dat 
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f xlls2(x)II dµ <s. 
Onder (ER)j f(x)dµ vtrstant men het c.:l0ment b B wa2rvoor biJ 8lk 
d erg e 1 i j k st e l c , s 1 , ,3 2 g c.: 1 d t d a t I I b- fx s ,/ x ) d 11 II < c i s • 
StE.:lling 2.8.1. Zij f(ER)-intcsr~erb3ar. Dan is f sommeerbaar, en 
d e v e r z am e 1 in g w a a r op f d O is , h ,._:; e f t c ind i g e ma a t . (ER ) f r ( x ) d ·µ is 
eenduidig bepaald, E-:n:::; f f(x)d!l • 
Bewijs. Uit st.2.4.2 volgt dat f sommcerbaar is. 
Daar II f-s 1 11~11 s2 1!,is rlo hoosstE.:n:J op dE: verzomelinge:n waar-
op s 1fo of s 2/o, en dit zijn cindig~ sommen van A1 1 s m0t ~indige 
maat (def.2.2.J). 
Uit llf-s 1 II ~ljs 2 jj volgt dat llfx f dµ -Jx s1d111!i-fx II s2 !! dµ • 
Derhalve voldoet fx f dµ aan de els die aan bis gesteld. Het is 
duidelijk dater slechts ~cin zo'n bis: zouden b 1 en b 2 beide vol-
doen dan was [lb'1-b 2 l1 <2s voor ell{e s >O, dus b 1:::;b 2 . 
Wat betreft d0 oncigenlijke Riemann-inteBraal zullen we ons 
bcperken tot een bijzond8r gcval dat de situatie duidelijk weer-
geeft. 
D f . . t . 2 8 2 r.7 • , " Bx . .. X h t " t 1 ( 0 ) t d e llll le • , , wlJ I E , l;D ZlJ t: ln ·crva , oo me e f;-c::-
bruikelijke maat. L2nt voor elk pEinr gf.;tJllen a, b met O < 8 < b < oo 
gelden dat f (ER)-int~~rcerbaar is over (a,b) (d.w.z. dat 
f.X( b) (ER)-int,;[~re;et'baar is). Lr1at verd2r lim lim (ER)J. bf(x)cl1t 
a, @-,ob-> ,<: 
bcstaan (als B=BrJ latl;.;n VJ(; sl-:.:chtr, cen cind1gt:: Iimiet to0). Dan 
heet f ( OR)-intt:grcerbJJ r ov:, r ( O, :;c), '-'n d<:: genoe:mdc limict word t 
met (OR) / 0r~x)diL nangoduid. 
Q OR) 00 J_ ( Voorbeeld: · J.x-;2 cor:: x dµ besta::it beduik dc1t 
Q 1 0 J. If x-·2 cos x dµj < 2p-2 nh: O < p< q). p 
StE.:lling 2.8.2. L8c2t r(x) over 2lk intc:rvol (a,b) met O< n< b< oo 
(ER)-integreerbaar ziJn. Dan geldt: 
f sqmmeerbaor ov.:;r (OJ oo) <=> II f II (OR)-intcgr0erbc1ar over (o,=). 
Als een d0r beide ledtn geldt (dus de ander~ ook) is f ook zelf 
(OR)-integreerbaar, en / 0 f(x)cl11 = (OR)J00r(x)d1.L • 
0 0 
Bewijs. Zij f sommeerbaar, en f [lf!I d11 :::= c (dus O <c< oo ). Dan is 
( ) b o b 
ER J II f II d !l = J II f I! d 11,~ C. 
a a 
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Daar het linkerlid monotoon van a en b afhangt heeft het een ein-
dige limiet als a_. O, b ... oo. Dus ~fjj is (OR)-integreerbaar. 
Verder is (ER) Jb f(x)dµ = f f(x)dµ • Als a ..... O, b ..... co nadert 
a 00 a 
het rechterlid tot f f(x)dµ (want f. x( b) nadert gemajoreerd 
tot f). Dus (OR) lhx)°dµ bestaat, en is ge~ijk aan / 0 f(x)dµ 
0 0 
Is omgekeerd gegeven dat fl r[I (OR)-integreerbaar is over (O,oo), 
(ER) / 11 fl! dµ= dan is volgens st.2.5.8: ./1[ rll dµ = lim Jn llr[I dµ = lim 
0 -1 
S: (OB) Jilrll dµ < OO • Daar f ook meetbaar rs (als limiet van 
0 
f. x 1 ), is f nu sommeerbaar. (n- ,n) 
n-1 
We zien dus dat een oneigenlijke Riemann-integraal dan en 
slechts dan als Lebesgue-integraal kan worden ge!nterpreteerd wan-
neer de integraal absoluut convergeert. De moeilijkheden die bij 
relatief convergente (OR)-integralen ontstaan t.a.v. verwisseling 
van integratie met limietovergang, sommatie en integratie, worden 
door de Lebesgue-theorie niet opgelost. 
De (OR)-integraal r is gedefinieerd als limiet van/ , waar-
bij En op een zeer spec~ale wijze tot (0, oo) nadert. En 
Slechts in het geval van absolute convergentie kan men zeggen dat 
de limiet bestaat voor elke dergelijke rij { En} . 
2.9. Voorbeelden. We geven hier een aantal toepassingen van de stel-
ling van Lebesgue (st.2.6.1), van de stelling over integratie term 
voor term (st.2.5.12 en st.2.6.3) en van de stelling van Fubini 
(st. 2-. 7 .5). Het gaat steeds over de gewone Lebesgue-maat op (- oo, oo), 
en daarom zullen we i.p.v. dµ het meer gebruikelijke dx schrijven. 
1. Zij p een constante (-1 < p < oo). Dan is 
lim Jn (1- ~)n e-px dx = J e-( 1+p)x dx = 11P . 
n-+oo O n O 
n 
Want 1(1- ~) X(o,n)(x) Ii e-x (O<x< oo ), daar 1-ui. e-u (0<ui.1), 
zodat (1- ~)n X(o,n)(x)e-px gemajoree~d nadert tot e-( 1+p)x. 
Merk op dat op (o, oo) ook (1- ~) e-px naar e-(1 +p)x convergeert, 
m.aar dit is geen gemajoreerde convergentie voor alle p > -1 (wel 
bijv. voor p > 1). 
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2 .. 
2 2 
e-x dx = J ex-x dx. 
_oo 
De convergentie is gemajoreerd want 
j ( 1 + ~ ) n j .$. ( 1 + l ~I ) n..). e I x I , 
en ] 00 e lxl -x2 dx convergeert. 
-= 
00 -nx e-x) 3. lim J e dx = 0 (ma jorant 1+x n...;, oo 0 
sin n dx 4. 00 X lim J ::;:: 0 . 
n .... oo 0 X 
De integraal convergeert absoluut als n2_ 2, daar 
I -2 2 1 ( ) I -2 2 I -2 ( ) . x sin x .$_ 1 O< x_~ 1 en x sin x ..).X x2_ '1 • Als n2,2 is., 
x-2sin 2x gemajoreerd. Daar sinnx ~ 0 (p.p.) wordt de integrand door 
blijkt dat de integraal naar nul gaat. 
5. / log X dx "" ;:: 00 
o V1+x2 0 
( ~½) / x2n log x dx. 
0 
Dit blijkt uit 
L: l(~½)I '1 211 1 J x !log xj dx :; J 
0 0 
6.Isa>O,danis 
0 Joo e-axc; 00 co cos x dx ~ r J 
0 0 0 
aangezien 
00 2 m 00 
00 J -ax X J r; e -, dx - e 
0 0 m. 0 
2 
-ax 
e 
2 
-ax +x dX < 00 • 
dx, 
7. Laat Re p > O, Re q > O, zodat / 0 e-x xP:- 1ax en /''e e-Y/l-1ay 
0 0 
absoluut convergeren. Het zijn r(p) resp, r(q). Nu is 
r(p) • r (q) ::;;: / 0 e-x xP- 1ax / 00 e .. xy (xy)q-'1x dy , 
0 0 
want de integraal over y is gelijk aan r(q) voor bijna alle x2_0 
(x=O is een uitzondering). Als we de integranden door hun absolute 
waarden vervangen, convergeert alles nog (er komt dan 
r(Re p) r(Re q) uit). Nu is volgens Fubini: 
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r(p) r(q) = J00 yq-1 dy J00 e-x( 1+y) xp+q- 1 dx = 
0 0 
q-1 ( ) 
= J 00 Y r P +q d y = r ( p +q ) B ( p , q) • 
o ( 1 +y) p+q 
Dit is de formule van Binet; B(p,q) is de betafunctie van Euler. 
00 2 8. Te berekenen J x- (1-cos x)dx. 
0 
We hebben x- 2=J00 e-Yt.fy dy (x> O), en 
0 
oo oo xy f ( 1-cos x) dx f e- y dy = J00y dy J 00 e-xy(1-cos x)dx , 
0 0 0 0 
want 1-cox x > O voor alle x. 
Het rechterlid herleidt men gemakkelijk tot 
00 1 y 00 dy l / y(- - --::---2") dy = f "-:---2" = 2rc • 
o y 1+Y o 1+Y 
9. Beschouw f x-P sin x dx, met O <Re p < 2. 
0 
Deze convergeert niet 
n 
absoluut a ls O < Re p i.1 • We berekenen de limiet van J als n door 
de gehele getallen naar oo gaat (maar we kunnen even° goed een 
andere rij nemen). 
Da a r x -p r ( p ) == r e - x y y p-1 d y , is 
0 
n n 
r(p) J -p sin x dx J { sin x X ::::: 
0 0 
/0{ yp-1 n ::::: J 
0 0 
00 
yp ... '1 dy } dx J e-xy 
== 
0 
e-xy sin x dx} dy 
want els we de integranden door hun absolute waarden vervangen, 
wordt het middelste lid: 
n 
J I sin xj x-P r (Re p) dx < oo. 
0 
n 
Noem yP-'1 J -xy e sin x dx = cpn(y). We hebben 
0 
els n .... oo en y ➔ O. We gaan nu cp 11 (y) ma joreren: 
9n ( y ) • y p-1 Im J n e ( i-y ) x d x = Y p-1 Im e ( i-y ) n ,.:._!. = 
i-y 0 
p-1 
. ½ (-ye-yn sin n - e-yn cos n + 1), 
1+y 
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Re p-1 
zodat lcp (y)j s.y 2 (ye.-Y+e-Y+1). Het rechterlid is sommeer-
n 1+y 
baar over (o, oo), zodat de stelling van Lebesgue mag worden toege-
past: 
n p-1 
r(p) f x-P sin x dx ~ f 00 ½ dy = ½ r(½P) r(1-½p). 
0 0 1+y 
2.10. Stieltjes-integralen. De Lebesgue-Stieltjesmaat werd reeds 
in 1.2 (voorbeeld 5) besproken. We zullen een kleine uitbreiding 
aan de definitie geven, 
Definitie 2.10.1. Is g een monotoon niet-dalende functie in (- 00 , 00 ), 
dan schrijven we 
g+(a) = lim g(x) , 
xia 
g (a)= lim g(x), 
- X ta 
zodat g_(a)s_g(a)ig+(a), Het verschil g+(a) - g_(a) heet de sprong 
van gin a, 
Stelling 2,10.1. g+ is overal rechtscontinu, g is overal links-
continu; beide zijn monotoon niet-dalend. 
Bewijs: Zijn a en c: gegeven, dan is b > a z6 te kiezen da t 
g(x) < g+(a) + e als a< x< b, 
zodat ook g+(x) < g+(a) + e . Anderzijds is VO'.)r al zulke x ook 
g(x)2_ g+(a), dus g+(x)2_ g+(a). Met g_ gaat het analoog. 
Definitie 2.10,2. Is r de collectie der cellen (a,b] , plus de 
lege verzameling, en is g monotoon niet-dalend in (- oo, oo), dan is 
de maat µg op r gedefinieerd door µg(O)=O, µg((a,b])=g+(b)-g+(a) 
(-oo( a<b<oo). 
Stelling 2,10.2. Is -oo< a< b < oo, dan is 
µ((a,b)) = g_(b)-g+(a) ; 
µ(La, b) ) = g ( b) -g ( a ) ; 
' - -
µ(lbJ) = g+(b)-g_(b), 
µ([ a,b]) == g+(b)-g_(a). 
(hier is { b} de verzameling die slechts uit het getal b bestaat). 
Bewijs: (a,b) = lim (a,b-n-1 J, enz.; bedenk dat (g+)_ ~ g . 
Opmerking: Is r1 de collectie der gespiegelde cellen [ a, b), en is 
µ' daarop gedefinieerd door µ'([a,b)) = g_(b)-g_(a), dan is 
• (R,r.,µ) ... (R,r 1 ,µ. 1 ). War.t elke [a,b) is µ-meetbaar met maat 
µ'([a.,b)), en (a,b] is 11,!L'- meetbaar met maat µ((a,b]) (zie st. 
'1.7,1). 
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In de volgende stellingen hebben de woorden meetbaar, 
baar, etc. betrekking op de maat µg' waarin g een monotoon 
da lende func tie op ( -oo, co ) is. 
sommeer-
niet-
Stelling 2.10,3. Is de reele functie f(x) op (-oo ,co) continu of 
monotoon, dan is f meetbaar. 
Bewijs. Zij f continu. Dan is op elk interval [n,n+1] (n=0,+1,+2, ... ) 
f uniform continu, dus op (n,n+1] is f uniform te benaderen door 
trapfuncties. D.w.z. er is bij elke e >0 een tn(x), met 
lf(x)-tn(x)! < £ (n <xin+1), tn(x)==O buiten (n,n+1]. Nu is 
I: _: tn==t een trapfunctie met I f(x)-t(x) I< e voor alle x. Volgens 
definitie 2.J.1 is nu f meetbaar. 
Vervolgens nemen we een monotone functie f. Dan is st.2.3.4 
toepasbaar, want E(b,e) is een interval, dus meetbaar. 
Stelling 2,10.4. Is J een interval en is f continu of monotoon op J, 
zijn bcvendien fen g begrensd op J, dan is f sommeerbaar over J. 
Bewijs. Over elk gesloten deelinterval van J is f meetbaar {want 
daarbuiten is de functie continu resp. monotoon voort te zetten), 
dus f is meetba?r over J (st.2,3.3). 
Het interval J kan 0,1 of 2 eindpunten hebben. Deze eventuele 
eindpunten hebben eindige maat, en f is eindig in deze punten, zo-
aat f over de verzameling der eindpunten sommeerbaar is. Laten we 
uit J de eventuele eindpunten weg, dan ontstaat een open interval 
00 
J 1 • Dit is te beschouwen als 1: ..ooA 1 , met Ai Er., terwijl Ai+'l direct 
achter Ai aansluit. 
Zij I f(x) I i M op J. Dan is 
00 JJ, !f(x)I dµi_ M I: ..ooµ(Ai) = M(supJg(x) - infJg(x)) <oo , 
dus f is sommeerbaar. 
Definitie 2.10.3. Is f sommeerbaar over een meetbare verzameling E, 
dan wordt de integraal van f over E aangeduid met f f(x) d g(x). 
Opmerking 1. Is E een interval (a,b) of (a,b] of E [a,b) of [a,b] , 
dan is het gevaa rlijk om Jb f ( x )d g(x) te schrijven. Want de inte-
graa lover de eenpuntsveriameling b bedraagt f(b) (g+(b)-g_(b)) 
(st.2.4.9), zodat bijv. 
f( 8 b ] f ( X) d g ( X) = f f ( X) d g ( x ) + f ( b )( g + ( b) -g ( b) ) • 
' (a,b) -
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Opmerking 2. Is f continu op [a,b] ( -oo< a< b<~ ), dan is 
J(a,b]f(x)dg(x) te beschouwen als limiet van sommen van de vorm 
S = L ~= 1 f ( ~ i ) ( g ( X i ) - g ( X i - 1 ) ) , 
waa rin a=x 0 < ~1 < x 1 < t, 2 C •. <'t, n < xn=b., terwi jl de limiet-overgang 
van het type is dat we bij R-integralen kennen. Het verschil tus-
sen Sen de integraal is nl. in absolute waarde hoogstens 
waarin Mi resp. mi het max. resp. min. is van fop (xi_ 1 ,x 1 ], Door 
bij gegeven ~ de intervallen klein genoeg te kiezen, kunnen we de 
laatstgenoemde som < e:(g(b)-g(a)) maken. 
Uit deze beschouwing volgt nag, in het geval dat 
continue afgeleide heeft, dat 
b 
f(a,b) f(x)dg(x) = f f(x)g' (x)dx, 
g(x) een 
We kunnen nl. ( 1 z6 kiezen dat g(x 1 )-g(x1 _1 ) z g'(t1 )(x1 -x1 _1 ), en 
~an wordt Seen Riemannse som voor fg'. 
Stelling 2,10 ◄ 5• Laat fen g monotoon niet-dalende functies op 
(--oo, oo) zijn; f overal linkscontinu, g overal rechtscontinu. 
La a t - oo < a < b < oo z i j n • Da n is 
f+(x)dg(x) + g (x)df(x) = f (b)g (b)-f+(a)g+(a); (a,b) (a,b) - - -
Bewijs. Zij X=Ys(- oo, oo ); r is de cellencollectie (def.2.10.2). We 
beschouwen de mac1truimten (X, r, µf) en (Y, r, µg). In het carte-
sische product nemen we de verzameling f (x,y) I a< x < b, a< y < x J ; 
de karakteristieke functie daarvan heet X(x,y). Volgens de stel-
ling van Fubini (st.2.7.2) is nu 
f dµrf x(x,y)dµ =f dµg J x(x,y)dµf, 
X y g y X 
zodat 
J (g (x)-g+(a))dµf =f (f (b)-f+(x)dµ , (a,b) - (a,b) - g 
wasruit de eerste der te bewijzen formules direct volgt. De tweede 
volgt op dezelfde manier uit de beschouwing van de verzameling 
l ( x, y) I a < X=Y < b } • 
L f(a,b) (f+(x)-f_(x).)dg(x) = J(a,b) (g+(x) -g_(x))df(x). 
Hoofdstuk 3. Totaal-additieve functies. 
3 .1. Inleid ing. 
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Dit hoofdstuk is in zekere zin een uitbreiding van hoofd-
stuk 1 (maat). Een maat is een niet-negatieve totaal-additieve 
verzamelingsfunctie. We zullen hier van de niet-negatiyiteit 
afstand doen. 
Definitie 3.1.1. Zij R de verzameling der gegeneralizeerd 
g 00 
re~le getallen. Een reeks E1 a 1 (a 1 e Rg) heet eenzijdig con-
vergent als de negatieve termen uit de reeks samen een conver-
gente reeks vorrnen. In het bijzonder is dan elke a1 > -oo. On-
der de som van een eenzijdig convergente reeks verstaan we de 
som der niet-negatieve termen ( die + oo kan zijn) plus de som 
der negatieve (die eindig is). 
Een eenzijdig convergente reeks E a 1 kan steeds worden 
gesplitst, met a 1=b1+c 1 , waarbij 0~ bi~ oo, E~!c 1 !< oo. Voor 
de som geldt dan I: a 1 "" E bi+ E c 1 . Gemakkelijk gaat men verder 
na dat de stellingen over volgordeverwisseling en over dubbel-
reeksen gelden (zie het slot van o.4 voor niet-negatieve, en 
st.2.1.2, st.2.1.3 voor absoluut convergente reeksen). 
Als Ea 1 niet eenzijdig convergeert, en E-a 1 evenmin, 
dan kan lim E~ a 1 tech wel bestaan, maar door volgordeveran-
dering kunnen we dan een convergente reeks met een andere som 
of zelfs een divergente reeks maken. 
Definitie 3.1.2. Zij X een ruimte, en r een semiring van dGel-
verzamelingen van X (zie 1.1). Aan elke A Er zij een getal 
v(A)E Rg toegevoegd. We noemen v een totaal-additieve verzame-
lingsfunctie (op r ) als v(O)=O, en als voor elke A E r en 
voor elke disjuncte splitsing A= E1A1 (A1e r) geldt dat 
I~v(A1 ) eenzijdig convergeert en v(A) tot som heeft. (Is boven-
dien v niet-negatief, dan is v dus een maa t op r, zie st .1. 2. 2 
en def.1.2.1). 
We merken op dat v (A)> - oo voor alle A.E r, anders zou 
v(A)+ v(O)+ v(O)+ ••• niet eenzijdig convergeren. 
Definitie 3.1.3. De totaal-additieve functie v heet een verschil-
~ op r als er bij elke A Er een getal c (O< c < oo) bestaat z6 
dat voor elke eindige disjuncte som E~Ai (met A1 Er, E ~A1cA) 
geldt dat E ~ V (Ai) > -c. 
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Voorbeelden. 1. Laat µ een o -finiete maa t zijn op r ., en laa t 
gen h gegeneraliseerd reSle functies op X zijn die µ-meetbaar 
zijn, d.w.z. meetbaar zijn t.o.v. de Lebesgue-uitbreiding van 
deze maat. g is gegeneraliseerd niet-negatief, en his sommer-
baar over elke A E r . Definieer v op r door 
v(A) = J g(x)dµ-f h(x)d~t • 
A A 
Dan is v een verschilmaat. Dat v totaal-additief is blijkt door 
verwisseling van somnilltie en integratie (st.2.5.12 en st.2.6.3). 
Verder is, a ls E~Ai c A: 
!: ~ v(A 1 ) 2. E~ f h(x)dµ_>., - J ih(x)! dµ"" -c. 
Ai A 
2. Zij r de collectie intervallen (a,b] met -oo < a< b..5.,1, plus 
de lege verzameling. Voor -oo < x< 1 zij g(x) gedefinieerd als 
(1-x)-1 • We nemen v((a,b] )=g(b)-g(a) als s <b <1, v((a,'1]) = 
...... g(a) als a< 1. Deze vis totaal-additief. Is nl. (a,b] = 
= E~ (a 1 ,b1] dan is zeker v((a,b] ) = E~ v((a 1 ,b1]) als b < 1 
is (zie 1.2, voorbeeld 5). Is b=1, dan is 6~n der b1 , bi • b1 , 
gelijk aan 1. Dan is ook (a,a 1 ] = >.:~(a 1 ,b1J en dus v((a,a.1]) = 
~; v ( ( a 1 , b 1 ]) • De rha 1 ve is 
v ( ( a , 1 J ) = -g ( a ) = v ( ( a 1 , 1 ] ) + g ( a 1 ) -g ( a ) = 
\I ( ( a 1 , 1J ) + V ( ( a , c.11 ]) :0, L 7 V ( ( 8 1 , bi ] ) • 
Dus vis totaal-additief. Het is echter geen verschilmaat, want 
An = ( 1 - ~ ,1 ] c A = ( 0, 1 ] , en v ( A11 ) = -n, 
en n kan willekeurig groat gekozen warden. 
ppmerking. Als r een o -ring is, en X E r , dan is elke to a 1-
additieve functie op r een verschilmaat (st.J.2.2). 
Definitie 3.1.4. Zij v totaal-additief op de semiring r. Dan is 
voor a lle A E r het geta 1 4(A) E Rg gedefinieerd door 
q,(A) = sup l E~ - v(A1 )1N==1,2, ... ; A1E r., A::::»A 1+ ••• +AN (disjunct)}. 
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Stelling 3.1.1. Zij v totaal-additief op de semiring r. Dan is 
qi een rnaat op r , en tv(A)+ v(A) .z.. O voor alle AE r. 
Bewijs. Neem in def.3.1.4 eerst N=1, A1=A. Dan blijkt dat 
<!J(A)+ v(A)2_0. Neem ook N,,.1., A1=0., dan blijkt dat tji(A)2.- v(O)=O. 
Verder is, als A~o, ook A1= •.• =AN=0, zodat we vinden dat ~(0)=0. 
We moeten nu nog bewijzen dat ~ totaal-additief is (dan zegt st. 
1 • 2 • 2 d a t (!; e en ma a t is ) • 
Zij dus B= :t:~B1 (disjunct), BE r,B1 Er. Neem eerst aan dat 
(JJ(B) < r:~ 4(B.). Kies n z6 groot dat t!,i(B) < r ~ q.i(B1 ). Neem ver-
1 i n 
der e zo dat O < !!: < 1 en q,.(B)< (1-e) r 1 tj,,(B1 ). Bij elke B1 kie-
zen we een eindige disjuncte som tjAijc B1 ., met AijE r, 
- r: j v(A1 j)2. ('1-e:) ~(B1 ) (dit gaat ook nog als qi(B1 )::;;0). Nu is 
Iij Aij een eindige disjuncte som, bevat in B, en 
- r 1 .j v(A1 j)2_(1-e) r~ q.,(B1 )> q;(BL 
doeh volgens def.3.1.3 is het eerste lid .s;.<J;(B). 
Het is nu voldoende te bewijzen dat ~(B) i r~ ~(Bj). 
Zij B::.:,A 1+ ••. +AN (:5isjuncte som; A1 E !'), Splits A1Bj als disjuncte 
som_ Ek=fijk (Cijk Er), dan i~ ook r:ijkcijk een disj~ncte som. 
Nu :ts v(A 1 )= t jkv(Cijk) (eenziJdig convergent), dus r, 1 v(A1 )= 
• tijk v(Cijk). De laatste som is nu ook eenzijdig convergent~ 
dus geli~k aan t / r: 1,. k v(ciJk)). Daar 00 E1kcijkc Bj, is 
- Zik v(vijk).S.q;(Bj). Dus -:r: 1 v(A 1 ),iEj-'1 q;(BJ). Neemhet 
supremum van het linkerlid, dan blijkt de gevraagde ongelijkheid. 
Stelling 3 .1.~. Zij v een verschilrnaat op de serniring r . Dan is tj>(l\.)<oo 
v o or a 11 e A E r , en v is he t v e rs chi 1 van twee ma ten ., n 1 . v + tv 
en ti>. Ook \I +2(j,, is een maat, die met I vj wordt aangeduid, en we 
hebben 
!v (A) I -5_ Iv !(A) voor a lle A E r . 
Bewijs. Uit der.3.1.3 en def.3.1.4 volgt direct dat ~(A)< oo voor 
alle A er. Daar v en 4i totaal-additief zijn en 42.0.,. v+<j.,2.0, 
v+2i.i, 2. 0 (st.3.1.-1), zijn q;, v +¢ en v+2<.j; maten. Daar ¢(A)< co 
voor alle A., is v(A)=(v+ 4i)(A)- l}(A). 
Verder- is voor elke A Er ook v(A) iv(A)+2 qi(A) en v(A) 2. 
.?,,- v(A)-2(\;(A), resp. wegens 42.0 en v+q,i2_0. Daaruit volgt de 
ongel1jkheid voor Iv l . 
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3,2i De splitsing van Hahn. Zij r een semiring met verschilmaat 
v. Laat 4, v + (j,, v +24 = !vi de in def .3.1.4 en st,3.1.2 genoem-
d e ma ten z i j n • We e is en v e rd er d a t X E Q ( r ) , d • w • z • d a t X t e 
schrijven is als X= Z::~Ai (Jisjunct) r.iet A1E r. 
Daa r q.,(A) < oo voor a lle A E r blijkt · nu da t (X, r, 4' ) cr-finiet 
is. De maa_t <jJ is dus voort te zetten tot een cr-ring, nl. de o -
ring der (jJ -meetba re verzamelingen. De verschilmaat v behoeft 
niet tot een cr-ring voortzetbaar te zijn.(Beschouw het voorbeeld 
1 na def.J.1.3, en neem daarin voor h een functie die over elke 
A, doch niet over de gehele X sommeerbaar is). 
We zullen verder steeds veronderstellen dat 4(X)<:oo is. Dit 
is steeds te bereiken door X in disjuncte stukken te verdelen en 
die stukken afzonderlijk te beschouwen. 
De volgende stelling leert ons de vraag naar de structuur 
van een verschilmaat op een semiring te verplaatsen naar het 
overeenkomstige probleem bij een a-ring, w9ar het eenvoudiger is. 
Stelling 3.2.1. Zij r een semiring in X, en v een verschilmaat 
op r. Zij XEO(r), env c--finiet (d.i. X= t~A1 disjunct, met 
v(A1 ) < oo) • Tenslotte onderste llen we da t <.J.,(X) < 00 • Dan zijn qi 
en <.j., + v voort te zetten tot ma ten op de o-ring A der t .o. v. I v I 
meetbare verzamelingen. Verder is v =(q.,+v)- 4i weer een verschil-
maat op A • Op A speelt qi weer de door def.3.1,4 (met A i.p.v. r) 
aangewezen rol t. o. v. v • 
Bewijs. Ook Iv!= v+2<~ is o-finiet (uit v(Ai)<oo volgt !v(A1 )! < oo), 
zodat we de Lebesgue-uitbreiding (X,A, I vi ) kunnen beschouwen. 
Is EE A, dan is E ook <}-meet baa r en ( <j)+ v )-meetbaa r. Volgens 
st.1.8.1. is er nl. een E1.~E, z6 dat E1 limiet is van een rij 
P1 ,P 2, •• ,P1iE1 (P1 E o(r)), en z6 dat E1-E=N de !vi -maat O heeft. 
E1 is kennelijk ook q., en (4+v)-meetbaar. Het is nu voldoende aan 
te tonen dat !vi (N)=O impliceert dat ookq;*(N)=(<j;+vf(N)=O. Kies 
daartoe e, en maak een disjuncte som E~Ai ::,N met Ai Er, 
E~!vl(A1 )<e. Daar echter <)J(A1 )s.lvl(A1 ) is (st,3.1.2), is 
qt(N) i, t, dus q/(N)=O. Hetzelfde argument werkt voor q., + v • Dus 
¢+ v en qi zijn maten op A; daar 4i(X)< oo is, blijkt dat v totaal-
additief is. 
Da a r qJ ( X) < oo , en X E A , is 
nen dus v tot A voortzetten door 
qi(E) < oo voor ellrn EE A • We kun-
v (E )= ( ~+v) (E )- ~(E). 
We bewijzen verder dat q; = <4i 1 op A , waarin 
~.1(E) = sup l - v(F) I Fe E, FE A} 
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(E EA). 
Duidelijk is dat - v(F):: ~i(F)-(<j;+v )(F) i <j;(F) i q;(E)., dus 
~(E) i. q,(E) (E E A). Verder is q; 1 (A)_~ 4>(A) (A Er) (gebiedsverg~o-
ting onder het sup). Dus qi1 (A)= q.;(A). Kies e> O. Neem nu een EE A, 
en approximeer d:Le door B:::::A 1+ ••• +An (disjunct) met 4(E l.B)< t, 
A1 e r(st.1.8.3), In 1\. 1 kiezen we F1 met - v(F1 )> tj;(A1 )- en-1 • Neem 
nu F=E(F1+, .. +Fn), dan is - v(F);- v(F1+ ..• +Fn)+i(F1+ •.. +Fn)-E) > 
) ~;(B)-2e - tj;((F1+ ••• +Fn)-E) 2. MB)-2e - <J;(E !J. B)> qi(B)-3~ >~(E)-4e . 
Hieruit volgt dat 4>1 (E) 2. ~(E)- r.ie, zodat qJ1 (E)== q;(E) bewezen is. 
Uit het feit dat ()J1(E)< 00 voor alle EE A volgt nu dat v een 
verschilmaat is op A • 
We werken nu verder op een a-ring. We behoeven nu niet meer te 
eisen dat v O-finiet is (dat was slechts nodig om van een semi-
ring naar een o-ring te komen) en we behoeven niet a priori te 
eisen dat v een verschilmaat is; totaal-additiviteit is voldoende. 
s .. telling 3,c,2. 2,. Zij A een er -ring vein deelverzamelingen van X, met 
X E /l.. • Zij v een totaa 1-add it ieve func tie op A . Vocr e lke E E .A 
is volgens def.J.1.4 ~(E) gedefinieerd als 
tj;(E) ""'sup { - v(F) l PEA, Fe:E }, 
en volgens st.J.1.1 is dat een meat op A. Verder geldt: 
1°. Is EE fl, en been getal mot b <<;;(E)., dan is er een F met 
- v(F)> b., cp(F)= 4i(E). 
2°. ~(X) < 00 , en v is eon verschilmaot op A • 
Bewi s 1°. Zij EEA, b<~;(l:q. Ki,:;s b,1,b2 , •.. z6 dat b< b 1 <b 2 <,,. < 
<~(E)> bn - ~(E) (n ~ oo). Voorlopig blijft de mogeliJkhe open dat 
4J(E)::::oo is, 
Kies E1 EA met E1 c::E, - v(E 1 )> b. 
Kies E2 EA met E2 c:: E-E1 ., en 
- v(E 2 ) + {p(E 1 )> b 1 ., - v(E 2 )~ 0. 
Dit kan, daar ¢(E-E 1 )+ t!;(E 1 )= q;(E) > b1 is. Is reeds <!;(E 1 ) > b 1 , 
dan kunnen we E0 :m:O nemen • 
. C. 
Kies E3 EA met E3 c E-E1-E2 , en 
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Dit kan, daar <J;(E-E 1-E2 )+ q.,(E1 )+ q.i(E2 )= 4(E)> b2 is. Zo gaan we 
verder. Nu is E1+E 2+ ••• EA, en cj.i(E1+E2+ •.• )2. cj.i(E1 )+ •.• +<v(En)2.bn 
voor elke n, anderzijds is cj.i(E1+E2+ ••• ) i_ y(E). Daar bn .... q;(E)., 
is dus 
q.,(E1+E2+ ••. ) = cj.i(E). 
Verder 1s - v(E1 +E2 + ••• )=- v(E1 )- v(E2 )- .•• > b+O+O+ •.. ==b. Kies 
0 dus F=E1+E 2+ •.• , en 1 is bewezen. 
2°. Neem aan dat ~(X)= oo is. Volgens 1° kunnen we dan F1 c X 
vinden met q.,(F1 )= oo,- v(F1 )> 1., verder F 2 cF1 met 4,(F 2 )x 00 , 
- v(F2 ) > - v(F1 )+1, dan F3c F2 met <j;(F3 )= oo.,- v (F3 ) > - v(F2 )+1, 
enz. Nu zijn v(F1 ), v(F2 ), ••• alle eindig, en - v(F1 -F2 ) > 1, 
- v(F2-F3)>1, ••.• En F'1-F2 , F2-F3, •.• zijn disjunct. We komen 
nu in strijd met de eis dat in 
het rechterlid eenzijdig convergeert. Derhalve is 1(X)< oo. 
Hieruit volgt nu dat v een verschilmaat is, want voor de c 
in def.3.1.3 kunnen we ~(X) nemen. 
Stelling 3. 2 .3. (Hahn). Zij A een a -ring in X, me.t XE A ., en zij 
v totaal-additief op A • Dan is er een E EA z6 dat 
0 
q;(E)=O, v(E)= Iv j(E) als EE A, Ee X - E0 , 
(qi+ v ) ( E ) =0., v ( E ) = - I v ! ( E ) a 1 s E E A, E c E O • 
(Zie voor de def. van !vi st.3.1.2; bewezen is reeds in st.3.2.1 
dat v een verschilmaat is). 
Bewijs. We hebben ~(X)<oo (st.3.2.2). Zij b'1,b2 , ••• een rij ge-
tallen met - 00 < b1 <b 2 <b3 < ••• <g;(X), bi .... <J;(X). Volgens st.3.2,2 
kunnen we achtereenvolgens E1 ,E2 , ••• kiezen met E1 E A, X :,E~E2::::, ••• , 
<t,(X)= q,i(E 1 )= 4i(E 2 )= ••• , - v(E1 ) > b'1' - v(E 2 ) > b2 , •••• Voor alle 
EcX is - v(E)i <j;(E)i_ <j;(X)., dus we vinden dat - v(E1 ) -+ qi(X). 
Zij lim E1=E 0 • Dsar qi+ v een maat is., en (<)J+v)(E 1 ) < <j>(E 1 )-b1 <co, 
is (<j;+v)(E1 )-+(~+v)(E0 ) (st.1.5.2). Ook qi is een maat, en q;(E 1 ) < oo, 
dus ~(E1 ) ➔ qi(E0 ), Z(?dat q;(E 0 )= qi(X). We vinden nu dat v(E1 )- v(E 0 ), 
en dus dat v(E 0 )=- q;(x). 
Zij nu EE A, E c X-E 0 • Dan zijn E en E0 disjunct, dus 
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l\,(E)+ tj)(E 0 )= 41(E+E 0 )_~ q;(X). Hieruit volgt qi(E)=O, dus., daar 
!vi= v+2qi, ldt v(E)=lv)(E). 
l'Ieem vervo ns E E A, E c E0 • 4, + v is een m:-::a t, dus 
Daar het rechterlid nul is, is hct linkerlid het ook. 
~J 3 
,J • • De stelling van Radon-Nykodim. 
We vragen ans af of het na def.J.1.3 gegeven voorbeeld van 
een totaal-additieve functie het meest algemene is. Dat is niet 
zo, zelfs niet als r een a-ring is. In dat voorbe0ld is nl. voor 
alle meetbare E met µ(E)=O voldaan aan v(E)=O, en dat behoeft 
niet voor elke v het geval te zijn. Onder de voorwaarde dat 
µ(E)~o steeds v(E)zO impliceert, kunnen we echter de functie 
als integr-aal representeren. We nemen eerst aan dat v zelf .?.O is: 
Stelling 3.3.1. Zij A een cr -ring in X., waarop µ en v maten zi,Jn. 
We nemen aan dat µ c-finiet is, en dat 
(E EA & µ(E)::O) -=> v(E)==O. 
Dan 1s er een µ-meetbare niet-negatieve gegeneraliseerd 
ret5le functie f op X., zo dat voor alle EE A geldt 
v(E) = f f(x)dµ , 
X 
Defunct f op nulfuncties nn eenduidig bepaald. Is bo-
vendien v(X) < oo, dan is f sornmeerbaar. 
Bewijs. Daar we X kunnen splitsen in stukken met eind µ-maat, 
mogen we direct p.(X) < 00 onc:lerstellcn. 
Daar µ(X) < ()() is, is v -r~t e:sn totaal-::1ddit functic op 
A, voor elk eind tal r. Volgens st.3,2.3 is er dus een 
dat 
Ee Er -> v(E)_?: r 11_(E) 
EcX-Er v(E)i r• µ(E) . 
E z6 
r 
Er- behoeft niet voldaan te zijn aan E c E voor r < s. Daa rom de-
r s 
finiE::!ren we, voor elk eindig getal y ,?_ O: 
F r:;: I: E y r> y 'r J 
waarin r de positieve rationale getallen doorloopt. Don is wel 
FzcFY voor• y < z. En de F's vervullen nog dez.;:.::lfde functie: 
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Ee X-F , dan is E c:. X-E voor elke r > y J dus v (E) .5. t' µ (E) voor y r 
elke r> y, dus v(E) ,i y µ (E), Is anderzijds Ee FY, dan is E te 
schrijven als disjuncte som 
E = ~ E(r) 
r,;y 
(E, (r), E ) 
~. "'r ' 
en d a a r v ( E ( r ) ) 2. r µ ( E ( r ) ) 2. y µ ( E ( r ) ) is ., b 1 i J kt d a t 
v(F )> y µ(F ). y - \ y 
Laat F00 de doorsnede van alle FY zijn, F00 ligt in A , 
want het is de limiet van de riJ F~ 1 F0 , •••• Is I ,_ µ (F)>O.,dan 00 
bliJkt u:tt v(I\_)>y µ(F0.,) (voor alley) dat \1 (1~)= oo, Is ech-
ter u(F )=0., dan is v(F )=0 op grand van het gegeven. 
I 00 CO 
Voor allG XE X defini~ren we 
f(x) = sup [y\ Xf:FY}, dus O_~f(x)~oo. 
Dan is f µ-meetbsar., omdat de verzameling { x I f(x) -~ a 1 =F is 
a 
voor elke einclige a (st.2.5.·'\). We merken op dat f(x)==oo op F 
r:xi 
en slechts daar. 
Zij nu EE A, v,1(E)= fJ(x)dµ • We bewi,Jzen dat v 1 (E)= v(E). 
We splits1c.::n E als EF'.x, +E(X~F00 ). Voor EF00 geldt 1r1eer 
v(EFc0 ) > y µ(EF,co) (al y), dus v(EF~,)::oo als µ(EF00 ) > O, en weer 
v(EF00 ),,,,o als µ(EF =0. Daar f'= co op F100 , gelden dezelf'de uitspra-
ken voor v 1 . W2 kunnen ons verder beperken tot E(X-FO(l). 
Op X-~Xl kunnen we f insluitcn tussen twee trapfuncties. Zij 
p) o., 811 f.,,, ( x) :::: p max { n I x E F , n= 1 , 2, • . . } . 
I rJP 
Gemalckeli;jk is nu in te zien dat v(E)i~ J r 1 (x.)dµ 91s EcX-F00 ., 
en evenzo v(E J (r1 (x)-p)d~t , Daar· oo~ v_1(E) tu:3Sen deze 
be e 1ntegra1en , enJ p dµ<_pf clµ =·P µ(X) -• O als p .... O, 
r - . 
vinden ll'Je d::1t v(E)=v,1(E),.,;:. X 
A 1 s v ( X ) < oo is , is o o k v .1 ( X ) < co ., en d a t w 11 z egg c n d a t f 
sommeerbaa 1.., is. 
Dat fop nulfunctics na ecnduidig is cl 1d, i:s gema kke -
lijk in te zien. Is nl. r1fr 2 op een verzameling van positievc 
µ-maat, dan is biJV. oak r1 >r2 op een verzameling Evan posi-
tieve maat. f 0 is eind op E, dus er is een eind tal a en 
'- ' 
een deel E1 VDn E., z6 dat f 0 < a op "'E 1 er: 1.t(E}) > o. Nu j_s 
JE_/f1-r2 )dp, > Oen f E/'2dµ'< 00 , du.., f E_/,1dµ f-JE 1r 2dµ 
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Stelling 3.3.2. (Radon-Nykodim). Laat A een a -ring zijn in X, en 
.. µ.een a -finiete maEJt op A (dus XE A), Zij verder v totaal-addi-
tief op A , en zij voldaan aan (E EA & µ(E)=O) =;> v(E)=O. Dan is 
er een meetbare functie fop X, van de vorm f=g-h (g gegenerali-
seerd niet-negatief, h sommeerbaar), z6 dat voor nlle EE A geldt 
v(E) =f f(x)dµ , 
X 
jv!(E)=f !f(x)jdµ. 
X 
Bewijs. Volgens stelling 3,2.3 kunnen we X splitsen als x1+x2 
(disjunct), z6 dat <J;(E)=O voor alle Ee: x1 , (~+v)(E)=O voor alle 
Ee: x2 (x1 ,x2 ,E behoren alle tot A ) • 
We beschouwen nu de o -ring A 1 van a lle EE A met E c x1 • 
Daarop passen we st.3.3.1 toe. Er is dus een meetbare functie 
k1 2.0 op x1 z6 dat 
v( E) ::£ j' k 1 ( x) aµ 
E 
Evenzo is er een meetbare functie k2 2. O op x2 , z6 dat 
-
v(E) =f k2{x)dµ (EEA, Ec:X2 ). 
E 
Daar - v(E)= ~(E) in dit geval, en ~(X2 )< oo (st.3.1.2), 
sommeerbaa r. 
Neem f=k1 op x1, f::m-k2 op X2. z i j E C X, E E A • Da n is 
is k2 
v(E) = v(EX1) + v(EX2) 
I vj(E) = v (EX1 ) - v (EX2 ) 
=f EX k 1 ( x) d µ -f EX k 2 ( x) d µ =f E f ( x) d µ. 
1 2 
=fEX1k1(x)dµ +JEX2k2(x}dµ =fE Jf(x)!dµ 
Opmer-king. Evenals bij st.3.3.1 kunnen we bewijzeri dat fop nul-
functies na eenduidig b8paald is, 
3.4. Absolute continuiteit. 
Definitie 3.4.1. Laat r een semiring zijn met maat µ, en v(A) 
zij gedefinieerd voor alle A Er. Dan heet v absoluut continu 
( t . o • v • µ ) a 1 s er bi j e 1 ke e > O e en o > O best 8 a t , z 6 d at v o or 
elk natuur-lijk getal n, en voor elk stel van disJuncte verzamelin-
gen A1 , ••• ,An uit r waarvoor voldaan is aan 
E ~ ~ (Ai) < o , 
ook voldaan is aan 
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,.,n I({\ )I/ 
L, 1 v r,:L , s • 
Voorbeeld. Zij r = A 2en 
over X. Lar1t v(E) c3efi.n 
0-ring met m;:iat µ, en f sommeerbac1r 
erd zijn door v(E)=Jr f(x)dµ . Dan 
E 
is v absoluut continu t,o.v. p. • ::J s > 0, Zij nu 
fn=r:iin ( lf(x)j ,n)) dan convergc:;ert fn 13tijgend naar Jr! , zodat 
er een n is mstf (!fl-fn)dµ< ½c. Kies o=c/(2n). Is dan EE A, 
µ(E) < o dan is j ~(E)! ½z +JE fndµ_~ !e +n µ(E).s_ s. 
Definitie 3.~-.2. De retne functic cp(x)., gedefinieer•d op een 
interval J heet absoluut continu als er bij elke s e~n bis, 
z6 dat voor elk oindlg stel 
met 
r~JI i cp(yi) - r?(x .. ) ! < t': • 
. J. 
X ( ,1 
n -<>n 
Het be grip 11 inter-vn 1 11 word t :i.n de 
bevat uitsluitond eind tc1 J.len. 
wone zin nomen: hct 
De sse der absoluut continue functics dankt ziJn be-
s ansrecht an st.J.4.3. We 
luut continue funct steeds 
va ria tie heeft ovei:' eHc eincl 
merken hler even op dat eon Abso-
c6nt1nu is (neem n=1) en begrensde 
d E.: e 1 int e rv a 1 • 
Stelling 3 .It .1. ZiJ cp absoluut continu op J. ZiJ r CJG semir 
der ccllen (c,d] rrn::t C(:,J, c'i EJ, c<cJ, plus c:l0 lege verzar.1eling, 
We definH5Pe:n, als AE r.s v(A) door 
v(O) = 0, v((e,cl]) c;: qi(cl) - cp(c). 
Dan is v een absoluut continue verschilmaat op r. 
Bewijs. We laten eerst z n dat v tot □ al-additicf is. Zij (cJd] 
disjunct splitst: (c,c{]= )~~0 (e 1 ,d 1 ] , Kies e, c1:Ja1..,bij b vol-
gens def.3.l~.~~, en daarbij n zo dat 2~ 00 1 (cl.-c,) < o voor n> n 0 • o n+ J_ J_ 
Kies ecri n > n . Door ve:randering van de vo1gorde is te be-
o 
reiken dat 
< d < d , n --
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zoda t 
( 1 ( " lr4 :J"I C , C '1 J -1- d .1 1 C 2 j + • • , + , -., 11 , r, , "'' 
en, dn(j r de II 0'"'•\")ne II (:,C ~' rnr1 c:1 t ccn meat is, 
( C .,1-c ) (c·'.)-d" ) ( d-dn) 00 (cl 1_-c 1 ) ( 0. + +. . . + "" r: n+1 . :_ I 
De rha J.vc is 
I <Jl(c,1) - 9(c)! + ..• + !cp(d) - cp(d )! < e, 
I rl 
clus 
of 
We kunnen d:l.t nu weer· met de oorspronkelijke nummcring inter-
preteren, en rn~rken op dot h0t vooP c~Hce n > n gelclt. Dus 
0 
Da t v ook e<3n v -:.: r'sc h:i.lnrn at ii:;., :1.s n iet moe ili jlc j_n te z ien. 
Nc>2:m ~ .... 1, en ziJ o1 c1e bijbeho1."<.::nde o • L3 a E J, b I:' J., en 
""<~ <"b "'" <b < <a <b 1 b 
\:, - ---1 ·1 "' ""l .::.. c1 2 .. 2 -- Q) • • -·- \,,. n , n ··"'~':., ' 
dan 1<:ur.nen 1>Je eHce (a 1 .,b 1 ] onderverclelen in eellt?n mc.,t lengte 
-1 
<io 9 zodat 
t'll8arblJ de cellen in het rechtcrlic'l di[:1,junct zi,jn en e1k een 
lengte <J b~ hebben, We nemen ze nu in groepan bij elka8r, 26 
' I 
a~it de gezame:n1:t,jke hingtc in een groq:, < c,1' doch (hoog::-3tc:rH3 r;1et 
uitzondcri.nr:; vrrn 66n dor groepen) > l- o_1 . Hct aantol gcocpen is 
dan hoogstens 2(b-a) ~- 1+1=M, We vinden nu 
door de som in het middclstc lid nsar de groeren te splitsen. Voor 
het gctal c (dat van (a,b] af mocht hong~n) in d~f.J.1,3 kunnen 
we dus M nemen, 
Tenslotte blijkt de sbsolute continu!teit van v direct uit 
def.3,4.2 en 3.4.1. 
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0 t· 11· 3· ii ~, ,:,·e ing .--i-,c .• Z:i.j r een semi ring in X met XE r, en µ een a -
finiete maat op 
maat op r , met 
,. ' d t 11., zo ,a-
voor elke A c: r. 
r . Zij verder v een absoluut continue verschil-
v(X) < t<::' • Dan is er e2n sommeerbare funct:lc f op 
v (A) r =J 
A 
Bewijs, We hebbcn v=(v+t\;)- (j; op r , waarbij v+ ~; en~• mnten op 
rzijn., en t;i(A)<cx, voor alle A Er (st.3.1.2), We:: laten 0erst 
zien dnt (~ absoluut continu is (t.o.v. µ) op I' • 
Zij c> O; en b daarbij gekozen op grand van de absolute 
continulteit van v (def.J.4.1). Laat A1, ..• ,A11 disjuncte elemen-
teo van r ziJo, met 1: µ(A 1 ) < 0 • Dan is l.: ~;(A 1 ) het suprcmum 
van 
i- n 
'" 1,.,, 1 
N .. 
r j!1 - v(A 1 j), 
wrrnrin JA_. E r, Aj .. c A1 , terwijl t1llc A1 .· 1 s {iisjunct zijn. 1 ,l - ,} J .. 
Dna r r; r µ(/.1 1 .J) < o , is de uitd 1:-,ukldng vrn o rvn ri r <t,( A1 ) he t sup1°0mum 
is, steeds < c: , zod:)t r, 11,(A,) < s. DE::rhnlv,~ is <1; abrrnluut cont:inu, 
y l - I 
Dus o o k v ➔- ;_\; u1 v + 2 <~J = I v I z l ,j n a b s o 1 u u t c on ti Du • 
·)t 
Laat l vi de door lvl voortg,;bre.cY:tc uit1ivendiP;e m!'iat voorst::•1-
1 I - '-
1 cn. We zullen bewijzt~n: is E c A, 11(I'.)=O, dan J.E jv!*(E)=O. Zi,j 
c >O, en EcA1 tt,~~+ ... e,:n cJisjuncte ovc:rd0kking van E, met 
):;,._, ~i(t, 1 ) <1), ~•J2t•r:l.n ::i hct get:11 :Ln clc1t blj c b0hooct op gpond 
Vern de absolute. continuitc::i.t v~ni I vf • lX1n bliJkt clat 2; :~ I vl(A 1 ) < c 
voor elke n, dus :'.:·;Iv l(Aj_) is. 1;J,::_,g,,TH3 clc: w:Ul~~lrnur van s bliJkt 
.;.,, 
dc:1t !vi (E)=O, 
Uit st,-1.8.·1 vo1gt nu dc1t elkc Ei::.Arn1eietb8ar hi t,o.v,!vl, 
w:rnt E is voor t(, ;:itc1li...n ''lh\ lir-1 P11 -N, met Pn E R(I'), µ(N )==0, elm, 
Iv I( N) =0. 
I ( or ) ,, - • ( (' t ,, '1 r;) ·o,- ,, . ' l ( Cf ) / . ~ "' (lJ .A. , ,.~ .. • ,,, • _) , • '·- , , -,J ,; [ (, 0 { V A ' •c:-0 --'- u :, 
cr-finlet. We kunnen dus stclling 3.2.1 to0passen, dus v voortzet-
tE-:n tot de o-r-ing c'ler· Iv I -meetbc:n:0 V(:;P:<:nn1c1:Lngcn. D,J,::1r speelt ~, 
w2er cle (::loot' (:(O.cf'.3.,·1.lt cwngo1AJezer, rol, du:_:; !v(E) j .. Jvl(E) bliJft 
op die a-ring gelden. 
Del:'halve geldt: v iG 2brrnluut cont:lnu en tot:~:Dl--9ddithjf op 
A; v(E)==O voop ,:ille EE A met ~t(E)=O. Volgcns st.3.J.2 is er nu 
een f 2,6 d3t v(E)=fE f(x)d1.1 voor :Jllc E EA. IX1;H' v(X)(co is, 
constateren we dat f sommecrbaar is over X. 
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Stelling 3.J+,3. Laat cp(x) absoluut continu z1jn op een inter•-
* """' -
Val J ·oan "" e,., eer f1"'1c0 1··1,~ -r di·e ('1· o ,- c,e • -~ J ..L,:, ,. . ,J .• -"' , v-'-" J .. ' . , • • -' • ., one 
maa t) sommee ar over elk eindlg deel terval, terwiJl voor 
alle a ,b uit J (a< b) gelclt t 
rb J r(x)c1x == IP(b) - cp(a). 
&ei,1ijs. 
.le ten 
ve 
Opmerking. Men 
a 
elen J zo nodig in eindige intervallen Jk met 
SSCi, op c 1 lee 
n nag aantonen dat f de com is van een begrens-
de en een sommeerbare funct:Le 
A 
C orrigendllin 
blz. 3 r1:.1gel -1;': v. o.: 11 '::'.is.1unctc lntcrv::; llen '' moet zi,jn 
:'clL3junctE:' O!)en iritE:rv::i!llen' 1 • 
blz.6 midden. ,.:x, _,, (X") 'roevoeget,: ond~:r 3 cesr:. 8 - ve r•st.:Jf! t men 
-· 'i •'1 a g oo re rrp • o -- $ ( •-· oo ) a ls a e ind i,g :ls 
blz.7 regel 16 v.b. t;oevoE":gen: 
reg:e l 16 V. 0 • : 
blz.8 regel 10 v.b,: 
I' -1 ; r• 'l' r·1 <• •'• ll l,,J ~:~,u t) • 1,, 1,., rnoet Z1Jn 
( 0 < ;-:: < oo) moet verva llen. \ -~·•·, rl --
blz.12 regel 6 van def.1.2.1 moet luiden: ~ heet totaol-addi-
t;:\.ef als O c t, q:i(0),==0 en bovendien 
In de f , ·1. 2 • ;_, . 3 ° mo et s ta c:1 n : 11 v o o r· e 1 k r: a t; uu r<L :i. J k get ,LL 
n: II 
blz.13 In regel ·1 moet fJtaan: µ.(AL>_:,·~ µ(A 1 ). 
blz.14 Het slot van voorbceld 4 moet luiden: (behouciens 
o.~ µ_$_c:,o en µ(0),-::0). 
In voorbeeld 5 ccgel J achter toevoegen 
1
' '·'"11 e ir~l, n· 11 
...... i. J ,., --c, l!l 
In regel -10 van voorbeeld 5 stn~t (8,b), ait moet zijn 
(aib] . 
b] ~ ,16 Y>'"ge 1 /il _r)· ,. C • .-., rd1 J. er· II •• 0 ,-1,-, t 11 .c. "\:' '{ ("1e -E' "\ • ,-, -) ,., .-•,n 
• Z, • l • C V ' i ' • 0 , .. ' L ·., L,, • , .. , : ., . \, , .••• \ • /:i, , ; , , " i - ') 1 ,:;:. 
Aan het slot vrrn hcit bewi.,jc; van st.1.3.1 toevoef?;en: 
Dat _µ o ... f:Lntet lD, ie, trtv.1a?l. 
b 1 z • ~17 m1 s t . 1 . lf • 'i t o e v o cg e n : Be \1i:L J ~, : 'I' r :L v 1 a a l . 
blz 2 •) • "'+- ·'1 ° ·1 ... e,.,·e 1 ·') • 1111 c"o -, "":-
., o :) , ,:, V o • lJ , ' j I_ (':, ., - _) c V .I r J) ·•• :gencil:' t"ijen 11 moet:-: ziJn 
11 met ::Jt1.Jgende ri 0en 11 , 
Het bevJijs var. st,1.8.·1 tc vecvon;;:en door het volgende: 
Bev"Jijs: Zij E== z:: ~:1' E., .C.LE .A, µ (E 1. ) < c() , Als n gegevon 
.l . , . 
is, kurrnen we b:LJ r<Lke :l. Gen Q11 , c Q(p) bcpaleti z6 dat 
,,. - 'I'.;' ( ( ) ( ,., \ . •• ·1,., -- \ J. ( ,.. •" "' ., ~- ,· ,., .:· , • i 1c\ ._, t,,p µ ,,) " !l , ..• ;+n ,. _\·kg\:~tlu ' .. ,,:; de.1, J.UiC e 
,1i -~ rn. .1. , . 
van uitwendige maat). dus 11(~: . -E.) < n-'12.,,,:1 • Noem 
· • Ill l 1 
:::; ~='l(~n:i.=r.::}n; dan :Lu ~:.n c ~-.:(r) j; qn:::, Ep µ(Qn-E) < n- • ~:~1;i 
Q Q (.) P r1an ·is J"' Q(r). P,,.,,. EE;} t> :::,') ::> · 
'1 2 • • • "-n= n' ~ ~~ :· n - u .1. -1- .1. 2 ~ • ' ~ 
µ(Pn-E)< n-1 • Hieruit volgt direct dat µ(Pn) ~ µ(E) 
en cla t µ( 1 im P n -·E) - 0. 
blz.24 re 1 10 v.o.: > moet z1Jn <. 
blz. regel 'U v.b. toev 
blz.JO Bewijs van st.1.9,6 vervangen door 
Be '1•/ iJ s : et,1X ( a. ,·iXO. 3 ) .., '41 X ( et ,'.)a.') ) s Ct-1 .. ( Ol.f)Ol.•J ) • I C.. C.. ;J l ,-_ J 
B 
blz.32 regel 4 v.o.: a vervangen door a 1 (twee maal); 
rege1 2.v.o.: De zin die begint met 11 Bi:l elke ... 11 
vervangeri door: Beschouvv a lle bolJ.en K8 :; d met a E W, 
d rationaal, K dcV, a , 
blz.33 regel 12 v.o.: achter 11 (n·f..'1)··•Ste ciJfern toevoegen r. 
11 achter de komma 11 • 
bJ.z,35 Achter regel 3 v,b. toevoegen 1;e11 11 • 
In regels 8,7,6 v.o. moet 11 openn door ngeslotenn war-
den vervc:rngcri. 
blz ,3B Voot:"beeld 3°. Aan het slot van r·egel 5 toevoegen 11 < I!! 11 • 
Ve er moeten in regels 5,G en 7 overal de dubbele 
strepen door enkele warden vervangen. In regel 8 moe-
ten het ech r dubbele blijven. 
blz.39 St.2,,1.3, regel 2; 11 gel1Jlc 11 moct ziJn 11 beide conver-
p·ent11 
,::, . 
blz.40 Aan het slot van def.2.2.3 toevoegen: We eisen niet 
dat de: A.i's d junct ziJn. 
blz,42 Def.2.2.5, regel 5. 
( 
hrappen: 11 t ver-achil van 1:1 
blz.43 Stelling 2.2.6 is niet gehecl correct, en moet verval-
len. 
blz.45 
blz.2+6 
b1z.47 
St.2.3.2. In het bewijs moet overal m door k worden 
vervangen; in de tweede regel moet 11 ,m2_ k 11 word en ge-
1 7 v o. 11 gemal{keJ.ijk 11 moet ziJn 11 rnet rnoeite 11 
regel 12 v.b. De cp moet ts 11oger s taa n. 
Regel 3 v.o. Achter' i1bi,jna ,i toevoe 11 alle 11 • 
regel 5 V. b. tip > i, q > i !I moet zijn )I''.) > 1, q .>.. '1\ l •·•·• l • 
blz.49 regel 13 v.o. Achter 
Regel 5 v,o. (en oak 
menf . 
X 
C 
11 s E T/. 11 toevoegcn 11met 11 • 
verder in de tek8t) voor J 
X 
leze 
blz.50 regel 3 van st.2.4.9: achter de d moet een µ staan. 
blz.51 rcgel 18 v.b. 'Eussen n-1 en f(x) moet < staan. 
blz.52 regel 3 v,b.: -~ vervangen door > • 
Regel 6 v.b. vervangen door II l x I f(x)la} meetbaar is. 
Derhalve ~-s oak l x I f(x)< a} meetbaar. Pas nu st.2,5.1 
toe 1i. 
Regel 11 v .o.: 11 0.~. y < 1,0 11 moet ziJn "O < y < oo 11 • 
0 ' V t . v* naeraan: f moe ziJn f . 
blz.53 regel 13 v,b,: 'JluithaakJe plaatsen achter XXR. 
blz .57 regel 2 v. b.: 11 is absoluut convergent 11 verva11gen door 
11 is een absoluut converc;ente reeks". 
blz.59 reg12l 9 v .o.: 11 linkerlid 11 meet zijn 11 rechterlid 11 • 
blz.60 st.2.7.4. Toevoegen aan het begin van het bewiJs: Vol-
gens st.2.3.1 is Ii fl! een meetbare functie op X xY. 
bJ.z. 61 De reg el na de formule in opm .1 vervangen door: lia ls f 
meet baa r is en 0_<.(~. co , en ook a ls f meet baa r is, ziJn 
waarden in B heeft en 11 • 
blz.62 In st.2.8.1 na 11 sommeerbaar 11 toevoegen "en begrensd 11 • 
In def.2.8.2, regel 4 moet onder het tweede lim staan 
b-+oo, 
Regel 2 v.o. De bovengrens van de integraal moet oo ziJn. 
blz.65 rogel 4 v.o.: Schuine streep v66r yP-'1 wegschrappen. 
blz.68 regcl 3 v.b.: g moet zijn g+ (twee maal). 
Regel 7 v.b.: idem. 
St.2.10.5 : De woor.den ilf overal linlcscontinu, g overal 
rechtscontinu 11 moeten gcsch:rapt word en. In de formule 
moet tweemaal boven (a,b) een integraolteken worden ge-
plaa tst. 
blz.70 regel 10 v.b.: In het tweede lid een minteken plaatsen 
v66r h(x). 
blz. 73 regel 7 v. b. : Achter "met II toevoegen "F 1 E r 1 en 11 • 
JJ 
blz.75 De in het b~WJJS vsn st.3.J.1 gcbruiktc notatie is niet 
l"ri 101srr:r'c~t~·c•1r:·,·cernn1inf: 1Y1f:t die v::~n ~3t.?;@2~J .. :;-r.:i P 1.:i.it :3t9 . .. . ... , ... ,;,. ~r 
J e ~:'. ~ :) ~'/1 n t \l O Or) r=-~ () 0 v· r:.• r in d S· X -~ 1-: 0 u it f3 t w J 6t 2 0 3 .. 
Re,;~'.:'>1 :s \r.0$: rl <s n1oet z1J1:1 r > .'3~ 
blz ~'7G ret~c:1_ ·~~-~"'\JG b fl: ~ rnoet Zl.Jn .~~.. ,. 
Hr.:gel ,12 v. o. < moet zi;_in ?. 
Rc::gel ✓1-1 v .o, >. moet ZJ.Jn ~- • 
r 1 (x)-p moet ziJn r 1 (x)+p. 
'1,l',".,~/ 0 •. , ·1···,·1 ''''",P_.,-~,.J•'. 10 \11 ,'1,. e:,',·.·., .•Lli l'"'t'••r•,l 1·,,: H 1·· (c➔ a+- r,~J'r1 (~"'°' for-
- . . l •. • , ,. , . , . ,:;, c',., •• j V , ••' • A •~ L, .J.. , . J .,_;. 
mules iJii.1 ect boven en occler de zin 11 We kunnen dit nu 
'•JF'e'"' Ii) m•)et·c,,·, c'e V' -~: ,. L ~ 0 • .,J '-... ,,,o .,n:,. la l c? ! •; wordei, vervangen door v I s. 
